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I
Die Endlichkeit der Formen in einem beliebigen Formensystems.

Unter einer algebraischen Form verstehen wir in iiblicher Weise
eine ganze rationale homogene Function von gewissen Verinderlichen
und die Coefficienten der Form denken wir uns als Zahlen eines be-
stimmten Rationalitdtsbereiches. Ist dann durch irgend ein Gesetz
ein System von unbegrenzt vielen Formen von beliebigen Ordnungen
in den Verinderlichen vorgelegt, so entsteht die Frage, ob es stets
moglich ist, ans diesem Formensysteme eine endliche Zahl von Formen
derart auszuwihlen, dass jede andere Form des Systems durch lineare
Combination jener ausgewihlten Formen erhalten werden kann, d. h.
ob eine jede Form des Systems sich in die Gestalt

Fe=4F + 4,F,+ -+ duFn
bringen lisst, wo F,, F,, ..., ¥, bestimmt aunsgewihlte Formen des
gegebenen Systems und A4,, 4,, ..., 4, irgendwelche, dem nimlichen
Rationalititsbereiche angehdrige Formen der Verinderlichen sind. Um
diese Frage zu entscheiden, beweisen wir zundchst das folgende fiir
unsere weiteren Untersuchungen grundlegende Theorem:

*) Vgl. die vorliufigen Mittheilungen des Verfassers: ,Zur Theorie der
algebraischen Gebilde“, Nachrichten v. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Gotiingen, 1888
(erste Note) und 1889 (zweite und dritte Note).
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Theorem I. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen
der n Verdnderlichen z,, z,, ..., , vorgelegt, ewa F,, F), F,, ...,
so giebt es stets eine Zahl m vom der Art, dass eine jede Form jemer
Reihe sich in die Gestalt

F=A,F, + 4P+ AnFy
bringen lisst, wo A, A,, ..., A, geeignete Formen der ndmlichen n
Verinderlichen sind.

Die Ordnungen der einzelnen Formen der vorgelegten Reihe sowie
ihre Coefficienten unterliegen keinerlei Beschrinkungen. Denken wir
uns die letzteren als Zahlen eines bestimmten Rationalitdtsbereiches,
so diirfen wir annehmen, dass die Coefficienten der Formen A4,,A4,,...,4,,
dem namlichen Rationalititsbereiche angehdren. Was die Ordnungen
der Formen A4,, 4,, ..., A, betrifft, so miissen dieselben jedenfalls
der Bedingung geniigen, dass der mit Hiilfe dieser Formen gebildete

Ausdruck )
A F, 4 A, Fy+ - - -+ AnF,

wieder eine homogene Function der n Verinderlichen darstellt und
es sei hier zugleich auch fiir die ferneren Entwickelungen bemerkt,
dass in allen Fillen, wo es sich um eine additive Vereinigung oder
lineare Combination mehrerer Formen handelt, die Ordnungen der
Formen so zu wihlen sind, dass die Homogenitit der entstehenden
Ausdriicke gewahrt bleibt.

In dem einfachsten Falle » = 1 besteht eine jede Form der vor-
‘gelegten Reihe nur aus einem einzigen Gliede von der Gestalt ca”, wo
¢ eine Constante bedeutet. Es sei in der vorgelegten Reihe ¢, 2n die
erste Form, fiir welche der Coefficient ¢, von Null verschieden ist.
Wir suchen nun die nichste auf diese Form folgende Form der Reihe,
deren Ordnung kleiner ist als 7,; diese Form sei ¢,2™:*und es ist dann
wiederum die nichste auf letztere Form folgende Form der Reihe zu
bestimmen, deren Ordnung kleiner ist als 7,; diese Form sei cjam.
Fahren wir in solcher Weise fort, so gelangen wir jedenfalls spitestens
nach 7, Schritten zu einer Form F), der vorgelegten Reihe, auf welche
keine Form von niederer Ordnung mehr folgt und da mithin eine jede
Form der Reibhe durch diese Form F,, theilbar ist, so ist m eine Zahl
von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem verlangt.

Aunch fir den Fall # — 2 lisst sich unser Theorem I. auf ent-
sprechendem Wege ohne Schwierigkeit beweisen. Es geniige die
folgende kurze Andeutung dieses Beweises. Wenn die bindren Formen
der vorgelegten F rmenrexhe sammtlich die nidmliche "bindre Form als
gemeinsamen Factor enthalten, so schaffen wir zunichst diesen Factor
..-auxeh Division' fort. Es ist sodann stets moglich, ans den Formen

‘der erhaltenen Reihe durch lineare Combination zwei bindre Formen




%

Ueber die Theorie der algebraischen Formen. 475

G und H zu bilden, welche keinen gemeinsamen Factor besitzen. Ist
dies geschehen, so lidsst sich jede beliebige binire Form F, deren
Ordnung nicht kleiner ist als die Summe 7 der Ordnungen der Formen
G und H in die Gestalt

F=A4G + BH

bringen, wo A und B geeignet zu bestimmende Formen sind. Im
Besonderen ist daher auch jede in der Reihe enthaltene Form, deren
Ordnung die Zahl r erreicht oder iibersteigt, einer linearen Combi-
nation der Formen G und H gleich. Was endlich die Formen der
Reihe anbetrifft, deren Ordnungen kleiner als die Zabl # sind, so
kann man unter diesen jedenfalls eine endliche Anzahl derart aus-
wahlen, dass alle anderen Formen der Reihe linearen Combinationen
der ausgewihlten Formen gleich sind.

Will man in #hnlicher Weise unser Theorem I. fiir den Fall
ternirer Formen beweisen, so wiirde vor Allem der Noether’sche
Fundamentalsatz*) von den Bedingungen der Darstellbarkeit einer
terniren Form durch zwei gegebene Formen anzuwenden sein und
bierbei wire dann eine sorgfiltige Untersuchung aller moglichen
Auysartungen des durch Nullsetzen der beiden gegebenen Formen defi-
nirten Werthesystems erforderlich. Da die durch diesen Umstand be-
dingten Schwierigkeiten mit der Zahl » der Verinderlichen immer
stirker zunehmen, so schlagen wir zum Beweise des Theorems einen
anderen Weg ein, indem wir allgemein zeigen, wie sich der Fall der
Formen von » Veridnderlichen auf den Fall von # — 1 Verinderlichen
zuriickfiithren ldsst.

Es sei F,,F,, F,,... die gegebene Reihe von Formen der »
Veranderlichen z,, %,, ..., #, und F, sei eine nicht identisch ver-
schwindende Form von der Ordnung r. Wir bestimmen dann zunichst
eine lineare Substitution der Verinderlichen z,, ,, ..., %, welche
eine von Null verschiedene Determinante besitzt und ausserdem die
Form F, in eine Form G, der Verinderlichen y,, y,, .- ., y. derart
iiberfihrt, dass der Coefficient von y in der Form G, einen von Null
verschiedenen Werth annimmt. Vermoge der nimlichen linearen Sub-
stitution mdgen die Formen F,, F,, ... bezichungsweise in G,, G, ...
tibergehen. Betrachten wir nun eine Relation von der Gestalt

. Gy=B,G, + B,Gy + - - - + B,Gy,

wo s irgend einen Index bezeichnet und By, B,, ..., B, Formen der
Verinderlichen y;, 4,, .. ., ¥, sind, so geht dieselbe vermoge der um-
gekehrten linearen Substitution in eine Relation von der Gestalt

*) Vgl. M. Noether, Math. Ann. Bd. 6 und 30, sowie A. Voss, Math, Ann,
Bd, 27 wad L. Stickelberger, Math. Aun. Bd, 30,
. 31"
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E=A1F1 +-A2Fz+" ‘+AmFm
iiber, wo A,, 4,, ..., A, Formen der urspriinglichen Verinderlichen
%4y Loy - ..y %, sind, Es folgt daher unser Theorem I. fiir die urspriinglich
vorgelegte Formenreibe F), F,, F,, ..., sobald der Beweis des Theorems
fir die Formenreihe G, G,, G, ... gelungen ist.

Da der Coefficient von g’ in &; einen von Null verschiedenen
Werth besitzt, so lisst sich der Grad einer jeden Form G, der ge-
gebenen Reihe in Bezug auf die Verdnderliche y, dadurch unter die
Zahl r herabdriicken, dass man &G, mit einer geeigneten Form B,
multiplicirt und das erhaltene Product von G, subtrahirt. Wir setzen
dementsprechend fiir beliebige Indices s

G=B.G + 9,97+ 9,97+ -+ 9,5
wo B, eine Form der » Verénderlichen y;, %,, ..., 9. ist, wihrend
die Formen ¢.1, gs2, ..., gs» nur die »—1 Verinderlichen y,, 9,,. .., %1
enthalten.

Wir nehmen nun an, dass unser Theorem I. fir Reihen von
Formen mit % — 1 Veriinderlichen bereits bewiesen ist und wenden
dasselbe auf die Formenreihe g,;,¢4,9s,..- an. Zufolge des Theorems 1.
giebt es dann eine Zahl g von der Art, dass fiir jeden Werth von s
eine Relation von der Gestalt

g1 ="Dbs1gyy + bs2gsy + - - - + bspGur = L(gyy; 9o15 - - - Ju1)

besteht, wo b1, bsz, . . ., bsy Formen der # — 1 Verinderlichen
Y15 Yas « » - Yn—y sind. Wir bilden nun die Formen

(1) gf’]é)=gsl—ls(gli7g2t,' LAY g‘ut), (t= 1’ 2,...,7‘)
woraus sich insbesondere fiir ¢ =1
#=0
ergiebt. Wir nehmen hierauf wiederum das Theorem I. fiir den Fall
von % — 1 Verinderlichen in Anspruch, indem wir dasselbe auf die
Formenreihe ¢f, g&?, g%, . .. anwenden. Zufolge dieses Theorems
giebt es dann eine Zahl u® von der Art, dass fiir jeden Werth von s
eine Relation von der Gestalt
(1) 1 (1) (1) (1) 1) ) (1) (
9;2 = bs1912 + 631%9212 + -+ 0 ;(1)92(1)2 = Zsl (9512)} 9‘;2)’ srmy 9?1)2)

$

besteht, wo b‘(,l%, bfz), e bf:;m Formen der » — 1 Veriinderlichen

Yis Yps - - » Yo sind. Wir setzen nun
(@) g =g — W g g,) =152,
woraus sich insbesondere fiir {=1,2

9‘?1) =0, 9@. =0
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ergiebt. Die Anwendung des Theorems I. auf die Formenreihe
9%, 9%, ¢, ... fihrt zu der Relation
g‘g’) = lfs%(gg): gg)’ ) f()z)s)

und setzen wir dann
(3) gﬁ) = 9(.:2:) - lf)(g(l?t): gg2t)> ey gf()g)t)’ (t = 1) 27 AR | ?‘)
so folgt insbesondere

gl =0, gi=0, g¥=0
Nach wiederholter Anwendung dieses Verfahrens ergeben sich die
Relationen
(4) gg’;—l) = gf;—m - lfvr_z)(gg’;—z)v 9;3—2), ) 1(:(:’2)2)1)’ (t = 1; 2» sees ")

gf:i-l) = 0) g?;‘l) = O; ..o gg:i)I =

und schliesslich erhilt man

(r—1) r=1) 7 (r—1) _(r—1) {r—1)
gﬁ?‘ == Zg (glr ] g21’ g e ﬂ(r"'l)r),
woraus
(r—1) {r—1)

) 0= g — lﬁ"”(yﬁ?n, P e R gﬂ(r—ln) t=1,2,...7
folgt. Durch Addition der Gleichungen (1), (2), (3),..., (4), () er-
giebt sich

1 1) 1
Gss = l;(glt, gaty - o o g/“) + l_(,l)(g£;), 92(37 trn [(L()l)t) + T
—1 1 —1 -1
-+ lgr ) ggt— )) .qg‘ )’ ttn ::;r—)l)t)‘ ¢=1,2,.. 27

Auf der rechten Seite dieser Formel konnen wir die Formen

a1 @) (8)) (r—1) _(r—1) (r—1)
9iis G2y « - o y(l)t’ RN 92'; 1 I -,

in Folge wiederholter Anwendung der Gleichungen (1), (2), (3), ..., (4)
durch lineare Combinationen der Formen g¢i;, gs:, - .., gn: ersetzen,
wo m die grosste von den Zahlen g, g, ..., p¢ begeichnet. Wir
erhalten auf diese Weise aus der letzteren Formel ein Gleichungs-
system von der Gestalt:
Gsi = Cos s+ C292: + -+ » + ConGms = 75.;(9{1:, Goty; o« o gm),
F=1,2, ... 7
WO Csi; Cszy + « - Gom 'Wiedernm Formen der n — 1 Verdinderlichen
Y15 Y5 - - » Yot sind. Multipliciren wir die letztere Formel mit gy~
m;& addiren die daraus fir ¢ =1, 2, ..., r entstehenden Gleichungen,
so folgt wegen &
gsly:"l“l'gs%yz.z*i“"""‘g:r:;GJ"Bch
die €leichung . R .
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Gg"—' B,gG'l == kS(Gi - .BIG1, Gz b 'B2Gl’ LIRS Gm — Bmgi),

. oder, wenn C, eine Form der # Veranderlichen ¥, %, ..., ¥
bezeichnet

Gga C;G} + ks(G,, GQ, ..oy Gm) &= L;(Gi, Gz, ~: o Gm),

d. h. die Zahl m ist fiir die Formenreihe Gy, G,, G5, ... und folglich
auch fiir die urspriinglich vorgelegte Formenreihe F,, F,, F,, ...
eine solche Zahl, wie sie Theorem I. verlangt. Somit gilt unser
Theorem I. fiir den Fall von » Verinderlichen unter der Annahme,
dass dasselbe fiir Formen von #» — 1 Verinderlichen bewiesen ist. Da
das Theorem L. fiir eine Reihe von Formen einer homogenen Ver-
dnderlichen oben bereits als richtig erkannt wurde, so gilt dasselbe
allgemein.

Vermége des Theorems I. ldsst sich vor Allem diejenige Frage
allgemein beantworten, welche zu Anfang dieser Arbeit angeregt
wurde, KEs sei nimlich ein beliebiges System von unbegrenzt vielen
Formen der n Verinderlichen 2y, %,, ..., z. gegeben, wobei es frei-
gestellt ist, ob diese Formen sich in eine Reihe ordnen lassen oder
in nicht abzdhlbarer Menge vorhanden sind. Um ein solches Formen-
system festzulegen, denke man sich ein Gesetz gegeben, vermbge
dessen ausnahmslos fiir eine jede beliebig angenommene Form ent-
schieden werden kann, ob sie zu dem Systeme gehoren soll oder
nicht. Wir nehmen nun an, es sei nicht moglich, aus dem gegebenen
‘Formensystem eine endliche Zahl von Formen derart auszuwihlen,
dass jede andere Form des Systems durch lineare Combination jener
ausgewdhlien Formen erhalten werden kann. Dann wihlen wir pach
Willkiir aus dem System eine nicht identisch verschwindende Form
aus und bezeichnen dieselbe mit F,; ferner moge F, eine Form des
Systems sein, welche nicht einem Producte von der Gestalt 4,F,
gleich ist, wo A4, eine beliebige Form der # Veriinderlichen z,,z,,...,2,
bedeutet; F; sei eine Form des Systems, welche sich nicht in die
Gestalt 4, F, + 4, F, bringen lasst, wo 4, und 4, wiederam Formen
YOn Zy, &y, ..., &, sind. Entsprechend sei F, eine Form des Systems,
welche sich nicht in die Gestalt 4, F, + 4,F, | 4; F, bringen I&sst
und wenn wir in dieser Weise fortfahren, so gewinnen wir eine
Formenreihe F,, F,, F,, ..., welche zu Folge der gemachten An-
nahme im Endlichen nicht abbrechen kann und in welcher trotzdem
keine Form durch lineare Combination der vorhergehenden Formen er-
halten werden kann., Dieses Ergebniss widerspricht unserem Theorem I,
und da somit die vorhin gemachte Annahme unzulissig ist, so erhalten
wir den Satz:

Aus einem jeden beliebig gegebemen Formensysteme Uisst sich stets
eine endliche Zahl von Formen derart auswihlen, dass jede amdere
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Form des Systems durch lineare Combination jener ausgewithlten Formen
erhalten werden kann.

Wir betrachten insbesondere solche Formensysteme, denen die
Eigenschaft znkommt, dass jedes Product einer Form des Systems mit
einer beliebigen anderen, nicht nothwendig zum System gehérigen Form
sowie jede in den Verdnderlichen z, z,, ..., 2, homogene Summe
von solchen Producten d. h. jede lineare Combination von Formen des
Systems wiederam dem Systeme angehort. Ein solches System von
unbegrenzt vielen Formen heisst ein Modul und somit lehnen diese
Auseinandersetzungen, soweit sie spiferhin die Theorie der Moduln
betreffen, an diejenige Bezeichnungsweise und Begriffsbestimmung an,
weleche L. Kronecker in der von ihm begriindeten und neuerdings
systematisch ausgebildeten Theorie der Modulsysteme *) anwendet. Doch
ist hervorzuheben, dass im Unterschiede zu den von L. Kronecker
behandelten Fragen bei unseren Untersuchungen, vor Allem in Ab-
schnitt ITT und IV dieser Arbeit, die Homogenitit der Functionen
des Moduls eine wesentliche und nothwendige Voraussetzung bildet.
Sprechen wir den vorhin bewiesenen Satz insbesondere fiir einen Modul
aus, so erhalten wir unmittelbar den folgenden Satz:

Aus den Formen eines belicbigen Moduls ldsst sich stets eine endliche
Anzahl von Formen derart auswihlen, dass jede andere Form des Moduls
durch lineare Combination jener ausgewdhlten Formen erhalten werden
kann.

Um fiir diesen Satz ein anschauliches Beispiel zn gewinnen, nehmen
wir eine algebraische Raumcurve als gegeben an und fragen nach dem
vollen Systeme der diese Raumcurve enthaltenden algebraischen Flichen.
Da die linken Seiten der Gleichungen dieser Flichen quaternire For-
men sind, welche durch lineare Combination Formen des namlichen
Systems ergeben, so bilden diese Formen einen Modul und der obige
Satz erhiilt mithin fir diesen besonderen Fall die folgende Deutung:

Durch eine gegebene algebraische Rawmeurve lsst sich eine endliche
Zahl m von Flichen
Fi=0, F,=0,..,,F,=0
hindurchlegen derart, dass jede andere die Curve enthaltende algebraische
Fliiche durch eine Gleichung von der Gestalt

S%AiFs’i’Aze"f"\"‘}‘A@Fm‘"O

. ¥® VgL L. Kronecker, Crelle’s Journal, Bd. 92, pag. 70—122, Bd. 93,

pag. 365—366, Bd, 99, pag. 320—371, Bd. 100, pag. 490—510. Berliner

Sitzungsberichte, 1888 pag. 249 —258, 263—281, 331 —352, 379—396, 615-—648;

und ferner: B.Dedekind und H. Weber, Crelle’s Journal, Bd. 92, yag, 381—-@3@”
sqwie J. Molk, Acta mathematxca Bd. 6, pag. 50—165. sl
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dargestelll werden kann, wo unter A,, 4,, . . ., An qualernire Formen
zu verstechen sind®).

Beispielsweise sei eine cubische Raumcurve durch dw Gleichungen

# =§7
Ly == 51222)
Ty = gl §22:
Zy = §23
gegeben, wo ,, &,, %y, ¥, die homogenen Coordinaten ihrer Punkte
und §,, £, die homogenen Parameter sind. Durch diese Raumcurve
gehen die 3 Flichen

Fi=0, F,=0, F;=0

G

hindurch, wo

Fy = 225 — 2%,

Fy =z — 2,2,

F, = z,2, — 2,®
quadratische Formen bedeuten, von denen keine durch lineare Com-
bination der beiden anderen erhalten werden kann. Um nun zu zeigen,

dass auch jede andere die Raumcurve enthaltende Fliche sich durch
eine Gleichung von der Gestalt

A4 F + 4, F, + 4, F; =0
darstellen lisst, nehmen wir an, es sei

F = 2 172737, x"z x"z xr.;

eine Form, welche bei Anwendung der Substitution (6) identisch gleich
Null wird. Mit Hiilfe der Congruenzen

ray =27, (Fy, F,, Fy),

‘”1374 xz‘”ss (Fia sz 173)*

na, =zt (F), F,, F)
konnen wir setzen

() F=C, apap + D) C,, skab+ D0, apowie, (F,F,F),

worin Cy,.,, Cs, C, wu, Wiederum gewisse Zahlencoefficienten bedeuten.
Ausserdem darf angenommen werden, dass keiner der beiden Expo-
nenten 1, und 4, gleich Null ist, da entgegenbesetztenfans das be-
treffende Glied sich aus der zweiten Summe entweder in die erste oder

* Die hier erledigte Frage nach der Endlichkeit der eine Raumeurve ent»
haltenden Flichen wirft bereits @. Salmon in seinem Lehrhmhe auf, vgl. ana-
lytische Geomelrie des Raumes, Theil I, 79,
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in die dritte, Summe hineinziehen lisst. Wegen der Homogenitit der
rechten Seite von (7) ist

% Ky == A Ay =
und hieraus folgt 1+ %, st A =p;+u,

3u, + 2%, > 22, -+ 23 > ps.
Fithren wir jetzt vermdge der Gleichungen (6) die Parameter &, &,
in der rechten Seite von (7) ein, so erkennen wir, dass keines der
so entstehenden Glieder CE £ sich mit einem in der niimlichen oder
in einer anderen Summe entstehenden Gliede vereinigen kann und da
andererseits der Ausdruck auf der rechten Seite von (7) nach jener
Substitution (6) verschwinden soll, so sind nothwendigerweise die Coeffi-
cienten C,,, Ci,3,, Cup, simmtlich gleich Null. Aus der Congruenz

(1) erhalten wir somit
F=0 (¥, F,, F)

F=A4,F, + 4,F, 4 4, F,.

Eine anderweitige Verwendung finden unsere allgemeinen Ent-
wickelungen in der Theorie der Gleichungen, wenn man nach den-
jenigen ganzen homogenen Functionen der Coefficienten einer Gleichung
fragt, welche verschwinden, sobald die Gleichung eine gewisse Anzahl
vielfacher Wurzeln besitzt. Da das System aller dieser Functionen
einen Modul bildet, so erhalten wir den Satz:

Es giebt cine endliche Anzahl von ganzen homogenen Functionen
der Cocfficienien einer algebraischen Glez'cku%g, welche verschwinden,
sobald die Gleichung eine gegebene Zahl vielfacher Wurzeln eriiilt und
aus welchen sich eine jede andere ganze Fumction von derselben Eigen-
schaft in lincarer Weise zusammensetzen lisst.

Sollen beispielsweise alle diejenigen homogenen Functionen der
Coefficienten z,, #,, #;, 2,, Z; der biniren Form 4‘r Ordnung

¢ = %, §,* + 42,838, + 625,78 + 42,8, 8° + 5,8
angegeben werden, welche verschwinden, sobald die Form ¢ eine
volle 4t Potenz wird, so bedarf es dazu der folgenden 6 quadratischen
Formen

oder

F =2y — 2z}
F, = 22, — 2,2,
Fy = 2,25 — 2,7y,
F4 =y — T’y
== Lyl — X3y,
Fs = 238 — &%
und man iberzeagt sich ohne .Schwierigkeit auf dem entspmchemden

Wege wie vorhin, dass jede. a@dem Function .F von - der veriangten
Eigenschaft in dxe Gestalt . ‘
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F=AF 4 A4F, + - -+ 4,F;
gebracht werden kann, wo 4,, 4,, ..., 4, homogene Functionen von
Zy,y Xy Ly, @y, %y sind,

Will man zweitens alle diejenigen homogenen Functionen der
Coefficienten von ¢ angeben, welche verschwinden, sobald die binire
Form ¢ ein volles Quadrat wird, so ist es ndthig, die folgenden 7
Functionen zu bilden

F, = zz, — 32, 2,7, + 2,8,

Fy = 2% + 22,2,8, — 92, 25° + 62,°7;,

Fy = &y 2,25 — 3ay 252, + 23,2,

F, = z,2® — 2%,

Fy =z, 2,2, — 32,2,2, + 22,2,

Fy =022+ 22,2, — 2,22, + 62,22,

F, = z,2® — 3x52,2; + 22,5,
Diese 7 Functionen stimmen im wesentlichen iiberein mit den Coef-
ficienten der Covariante 6'r Ordnung und 3t Grades von ¢ und
hieraus lisst sich durch ein invariantentheoretisches Schlussverfahren

zeigen, dass jede andere homogene Function von der verlangten Eigen-
schaft in die Gestalt

AF +A2F + - "+A-7-F7
gebracht werden kann, yo 4, 4,, ..., A, wiederum homogene Func-
tionen sind.

Von allgemeinerer Natur und iiberdies von principieller Bedeutung
fir die spiterhin folgenden Untersuchungen ist der folgende Satz:
Sind Fy, F,, ..., F ) gegebene Formen der n Verinderlichen
Zyy Loy « - oy Zn, SO existirt stels eine endliche Zahl m® wvon Formen-
systemen

X, =X, X=Xy, H-;th)=X<i)1,

w

X, = Xm Xe Xza:--- X=X, u,,

X, = X 1@ X X am @0+ Xy = X 1) @),
welche simmilich die Gleichung - '
B X A By Xy A Bt Xpt =0
identisch befriedigen wnd durch welche jedes andere jener Gleichung
geniigende Formensystem in der Gestalt-
XI =41Xn +AzX:z +-F Aﬂ,(z) 1m®,
el Xy “’AzXz; &—AQX.,, '2!' +Am<2) Xm(z),

. .
[E O -~

X.0= A;Xmau + éz Xma)z + . + Am@ ) ,,4», *
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ausgedriickt werden kann, wo A,, A,, ..., A ¢ cbenfalls Formen der
Verdnderlichen z,, ,, - . ., Za Sind. -

Der Beweis dieses Satzes berubt auf unseren allgemeinen Ent-
wickelungen iiber die Endlichkeit der Formen eines beliebigen Systems.
Es sei X, X,,..., X g« irgend ein Losungssystem der vorgelegten
Gleichung

F1Xr +F2X2+ N "+Fm(l)Xm(1)=O

und in jedem solchen Losungssysteme werde insbesondere die letzte
Form X ;) ins Auge gefasst. Auf Grund unserer fritheren allgemeinen
Satze ist es dann moglich, aus der Gesammtheit dieser Formen X
eine endliche Zabl g von Formen X «),, X, a),, - .- X, 1), derart

auszuwihlen, dass jede andere solche Form in die Gestalt
X=X+ 4 X, + -+ 4i X0,
gebracht werden kann. Bilden wir nun die Formen
X=X, —A4/Xy— A4,/ Xps—- -+ — 4, Xy (1=1,2,...,mD),
woraus sich insbesondere fiir £ = m®
X0 =0

m

Dy

ergiebt, so erkennen wir, dass jeder Losung X, X,, ..., X q der
urspriinglich vorgelegten Gleichung eine Losung X', Xy, ..., Xa0
der Gleichung e

FX[+FX, 4+ Fyy_ Xjo_, =0

entspricht und es lisst sich offenbar auch umgekehrt jede Losung der
urspriinglich vorgelegten Gleichung durch Combination aus den o
Lisungssystemen

X Xh, X2 == Xg,, ey X 1) = X (l)s (8=1,2,...,y;)

und aus einem Losungssystem der eben erhaltenen Gleichung zusam-
* mensetzen. Die letztere Gleichung enthilt aber nur m® — 1 za be-
stimmende Formen und wenn folglich der oben ausgesprochene Satz
fir eine solche Gleichung als richtig angenommen wird, so ist derselbe
auch fiir die vorgelegte Gleichung bewiesen. Nun gilt unser Satz fiir
m® = 1, da die diesem Falle entsprechende Gleichung
F X =0 :

offenbar gar keine LGsung besitzt und damit ist der Beweis al]gemem
erbracht.

Als Beispiel diene die Gleichung

@2, — 21 X, + (2,73 — 2,2)) X, + (2,2, — 2,7) Xs =0,
wo als Coefficienten die nimlichen 3 quadratischen Formen auftreten,

auf welche wir oben bei Behandlung der cubischen Raumcurve gefiihrt
wurden. Wir erkennen leicht, dass ams den. beiden Lésungssystemen .
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X, =u5 X,=m, X;=uz,

Xy=u, Xy=u, Xy=u,
sich jedes andere Losungssystem jener Gleichung zusammensetzen lisst.
Denn bezeichnet X, X,, X; irgend ein Losungssystem, so kann man
zondchst mit Hiilfe des ersteren der beiden Ldsungssysteme alle die-
jenigen Glieder in der Form X, wegschaffen, welche z; als Factor
enthalten und hierauf lassen sich mit Hiilfe des zweiten Lisungssystems
alle mit z, multiplicirten Glieder in X, beseitigen, sodass in dem nun
entstandenen Losungssysteme X', X,, X" die Form X" von #; und
x, unabhingig ist. Setzen wir jetzt in der identisch erfiillten Relation

(@25 — ) X{ + (#25 — 2,2) Xy + (12, — 2) Xy =0
Zy=0 und z, =0 ein, so ergiebt sich X,'=0 und hieraus folgt
dann
X, = A(@yz,—23%), X = A(2,2,—2,15),

wo A eine beliebige Form der Verinderlichen z,, 2,, z;, x, bedeutet.
Auch das so erbaltene Losungssystem ist eine Combination jener beiden
vorhin angegebenen Losungssysteme, wie man erkennt, wenn man das
erstere Losungssystem mit 4z,, das 2weite mit — Az, multiplicirt

und dann die entsprechenden Formen addirt.
Als zweites Beispiel wihlen wir die Gleichung

FX +FX,+ -+ FX;=0,
wo F,, F,, ..., Fy die oben angegebenen 6 quadratischen Formen
der 5 Verinderlichen #,, z,, #;, %;, #; bedenten. Man erhilt die
folgenden 8 Lésungen
X=z;, Xy=—2,, X;=—2,, X,= z, X;=0, Xy= 0
X\ =z, X,=—2;, Xy=—2,, X;= =, X,=0, X;= 0
Xi=z, X,= 0, XK=—a;, X;= 0, X,=2,, X~ 0,
X,=0, X= z, X= 0, X;=—n, X=2, X= 0

’

,

2

X,=0, X,= gz, X=—z, X= 0, X=0, X= g,
X, =0, = 5, X=—z, X= 0, X;=0, X;= u,
X,=0, = 0, XK= =z, X;=—q, X=05, X=—un,

X;=0, Xz""‘ 0, X3= ux, X4==——x5, X, =z, Xsa“%;

und man zeight dann in derselben Weise wie in ersterem Beispiele,
dass jede andere Losung durch Combination aus diesen erhalten wer-
den kann.

Wir haben vorhin die Endlichkeit des vollen Systems von Losungen
fiir' den Fall bewiesen , dass es sich um eine einzige Gleichung handelt.
" Aber die dort’ benutzte ‘Schlussweise, tbertriigh sich unmitfelbar auf

.- den-Fall, in welchem mehrere Gleichungen von der in Retje “stehenden
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Art gleichzeitig zu béfriedigen sind. Wir sprechen daher den all-
gemeineren Satz aus: i

Wenn ein System von m Gleichungen

FuX, 4+ Foo X, 4 -+ Foy X, =0 ((t=12,..,m)
vorgelegt ist, in welchem die Coefficienten Fiy, Fio, . .., F, 1) gegebene
Formen von n Verdinderlichen und X,, X,, ..., X qy m®" 2u bestimmende

Formen sind, so besitzt dasselbe stets eine endliche Zahl m® von Lisungs-
systemen
X‘ = Xu, X2 = ng, cuey X 1) == X (1), (s——=1,2,...,m(2))

m m

derart, dass jedes andere LiGsungssystem in die Gestalt
Xi= A, X+ 4, Xis+ - - + 4,0 Xy (1=1,2,...,m0)

gebracht werden kann, wo A,, A,, ..., A ebenfalls Formen der
n Verinderlichen sind*).

1,
Die Endlichkeit der Formen mit ganzzahligen Coefficienten.

Die simmtlichen bisher abgeleiteten Satze beruhen wesentlich auf
dem Theoreme I des vorigen Abschnittes. Wihrend wir dort die in
den Formen auftretenden Coefficienten als Zahlen eines beliebigen
Rationalititsbereiches annahmen, so wollen wir nunmehr den Fall in
Betracht ziehen, dass dieselben durchweg ganze Zahlen sind. Dem-
entsprechend lisst sich jenem Theoreme I eine weitergreifende Fassung
geben, welche dasselbe auch fiir Anwendungen auf zahlentheoretische
Untersuchungen geeignet macht und, wie folgt, lautet:

Theorem II. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen
F,,F, F,,... mit ganzzahligen Cocfficienten. und von belichigen
Ordnungen in den n homogenen Verdnderlichen z,, z,, . . ., 2, vorgelegt,
so giebt es stets eine Zahl m von der Art, dass eine jede Form jener
Reihe sich in die Gestalt

F=A1Fx+‘42F‘z+"‘+AmFm
bringen ldsst, wo A, A,, ..., An ganzszahlige Formen der nim-
lichen n Verdnderlichen sind.

Wie man sieht, wird hier im Unterschiede zu der friheren Fassung
des Theorems verlangt, dass in gleicher Weise wie die gegebenen
Formen F,, F,, F,, ... auch die bei der Darstellung zu verwenden-
den Formen 4,, 4,, ..., 4, Formen mit ganzzahligen Coefficien-
ten sind. : -

¥) Dieser Satz ist fir eine nicht homogene Verdnderliche von L Kronegke;
in seinem Beweise fir die Endlichkeit des Systems der ganzen algebraischen
Grdssen einer Gattung zor Geltang gebracht; vgl. Crelle’s J. Bd. 92, S. 18,
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Die zum Beweise des Theorems I angewandte Schlussweise reicht
zum Beweise des Theorems 1; nicht mehr aus. Denn das frithere
Verfahren beruht darauf, dass wir die Grade der Formen F,, F,,...
in Bezug auf die eine Verinderliche z, durch geeignete Combination
mit der Form F, unter die Ordnung » von F, herabdriickten. Sollen
hierbei keine gebroehenen Zablen eingefiihrt werden, so muss der
Coefficient von 27 in F; nothwendig gleich der positiven oder negativen
Einheit sein, was im Allgemeinen nicht der Fall ist und auch durch
lineare ganzzahlige Transformationen der Verinderlichen nicht immer
erreicht werden kann. Es bedarf daher zum Beweise des Theorems II
einer neuen Schlussweise und durch diese gewinnen wir offenbar
zugleich fiir Theorem I einen zweiten Beweis.

Wir bezeichnen allgemein mit f;, die von der Verinderlichen
%, freien Glieder der Form F,; sind dann alle Formen der unend-
lichen Reike f,, fs, [, - - - identisch Null, so setzen wir

FO=F, (=123...)

im anderen Falle sei f, die erste von Null verschiedene Form der
Reihe f;, fo, f5s - - +» ferner fz die erste Form derselben Reihe, welche
nicht einem Producte von der Gestalt a,f, gleich ist, worin a, eine
ganzzahlige Form der Veréinderlichen z,, z,, . . ., 2, bedeutet; f, sei
die erste Form jener Reihe, welche sich nicht in die Gesalt a,f, | asfs
bringen lisst, wo a, und b; wiedernm ganzzahlige Formen von
Zyy %y, .oy %a—a sind und in dieser Weise fahren wir fort. Wire nun
unser Theorem II fiir den Fall von » — 1 homogenen Verinderlichen
bereits bewiesen und beachten wir, dass in der gewonnenen Formen-
rethe f,, f5, fy,- .. keine Form durch lineare Combination aus den
vorhergehenden Formen erhalten werden kann, so folgt, dass diese
Formenreihe nothwendig im Endlichen abbrechen muss. Es sei dem-
gemiiss f; die letzte Form dieser Reihe, so dass stets

fs = Gasfe + dg;fp 4ot anfa= Zs(fm fﬂa - )y (5=1,2,3,..)

gesetzt werden kann, Wo @, Ggs, . - -, G2, ganzzahlige Formen von
Zyy Zay o+ »y %u—s Sind. Bilden wir nun die Ausdriicke

FO = F,— ,(Fa, Fgy ..., Fy), (s=1,2,3,..))
so sind dies Formen der # Verinderlichen ,, #,, . . ., Zs, von denen
jede die Verinderliche x, als Factor enthilt. Wir bezeichnen all-
gemein mit z, @ diejenigen Glieder der Form F.®, welche lediglich
mit der ersten Potenz von z, multiplicirt sind und betrachten die
Formen £,®, £,9, £,®, ... der # — 1 Verinderlichen z,, %,,. .., Zs-1-
Verschwinden diese Formen simmilich, so setzen wir

L FO=F®, (s=123,..).
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Ist dagegen jede Form der Reihe £,,£,®, ,®, .. eine lineare Com-
bination der Forwen f, fs, . . ., 1, wie folgt

P =a@fut-aflfs+- A+ a2 ai=l (fusfpreesfi),  (5=1,2,3,...)

80 setzen wir
Fa(z)"_"Fél) - l.(tl)(ana’ quﬁ,¢ .y anl)'

In jedem anderen Falle sei £{) die erste nicht durch lineare Combi-
nation aus fu, fz,..., /2 hervorgehende Form der Reihe £,®, £,®, fi0,.
ferner sei f, ((1) die erste Form dieser Reihe, welche keiner linearen
Combmatmn der Formen fz, f3, . . ., f2, f{h gleich ist und entsprechend
£ die erste nicht durch lineare Combination von fa, fz, --» 12, fids f, ‘g((’})
hervorgehende Form der némlichen B.elhe Die so entstehende Formen-
reihe fu, f, - - o5 f2, [ F3hs )5 - - - bricht unter der vorhin ge-
machten Annahme nothwendig im Endlichen ab, und wenn £ die
letzte Form der Reihe bezeichnet, so finden wir stets

1 1 1) 1
fs()=l,(g)<f“’ fos o fa f;(l)bfp(l)h iy ),((1)} ’ (=1,23,..)

wo I eine lineare homogene Function jener Formen bedeutet, deren Coeffi-
cienten selber ganzzahlige Formen der n—1 Verinderlichen z, , 2, ,...; Ze—z
sind. Selzen wir daher

2 1 1 1) 63
F() F() lf,)(w,,Fa,x,,F,g, ,x,.Fz, F((l), F(&), ooy .F‘((x))),

so besitzen die so entstehenden Formen F® der » Verdnderlichen
Zyy Zyy« . .y &y sAmmilich den Factor 22. Wir bezeichnen demgemiiss
allgemein mit 22 /@ diejenigen Glieder der Form F®), welche lediglich
mit der zweiten Potenz der Veriinderlichen 2, multiplicirt.sind und
betrachten die Formen £,®, £,@, f®, .. der » — 1 Verinderlichen
Xy Zyy...,%n—y. Sind diese Formen nicht simmtlich Null oder lineare

Lombmatmnen der Formen f,, f3, - - -, fi, fam, fﬁm, . f)}g, so be-
zeichne £ die erste nicht in dieser Weise durch lineare Combination
entstehende Form jener Reihe; desglexcben sel fais) ‘B die erste nicht
durch fo, fgy - > 12 £, flhf};(l); RN A0 Y 1me‘41' darstellbare Form
in derselben Reihe. Das in dieser Weise eingeleitete Verfahren muss

wiederum nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen abbrechen,
vorausgesetzt, dass unser Theorem II fiir den Fall von % — 1 Ver-

anderlichen richtig ist. Bezeichnet demgemiss f,} die letzte durch
jenes Verfahren sich ergebende Form, so wird stets

=1 (fa,f,‘:, corFasf o f (s ns i s ;?%» i) > (=1, 2,3,..)
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wo 1@ eine lineare homogene Function bedeutet, deren Coefficienten
selber ganzzahlige Formen von 2, #,, .. ., Z,—1 sind. Sefzen wir daher

E(S) = -Z?s(z)"" lgz) (ngaa x?zFﬁ:'- -7xiFl7qu (1)137%1?[9(1)7 )xﬂFZg%7
Fi@); ‘g(ﬁ)’ zg))) (s=1,2,3,..),
so besitzen die so entstehenden Formen E@ simmtlich den Factor
#5. Wir bezeichnen wiederum allgemein mit ;7> diejenigen Glieder
der Form F,/®, welche mit keiner hoheren als der dritten Potenz
von z, multiplicirt sind und gelangen so zu einer Formenreihe
7B, £,®, f;®, . .., welche in entsprechender Weise einer weiteren
Behandlung zu unterwerfen ist. Es ist klar, wie die fortgesetzte

Wiederholung des angegebenen Verfahrens zu der folgenden Formen-
reihe fiihrf
f:(ﬂﬂ)hf(“)’ MRS | 2,837 f(gh {'3)’ ] fzgg, .

wo m, 7, ... gewisse ganze positive Zahlen bedeuten und keine der auf-
tretenden Formen einer linearen Combination der vorhergehenden
Formen gleich ist. In Folge des letzteren Umstandes muss auch jene
Reihe im Endlichen abbrechen, voransgesetzt, dass unser Theorem II
fiir den Fall von n —1 Ver'?anderlichen richtig ist, Wir bezeichnen
die letate Form jener Reihe mit fyu) @ und zeigen nun, dass jede Form

in der urspriinglich vorgelegten Kormenreihe F,, F,, F,, ... einer
linearen Combination der Formen

(8) F SN ﬂ(ﬂ)i gtt)), F((Q): F((t'z)) F('t)’ Fé&)y Féﬁ,}), N Ftﬁ
gleich wird. Ist na.mhch F, irgend eine Form der urspriinglich vor-
gelegten Formenreihe und 7 die Ordnung dieser Form in Bezug auf
die Verinderlichen z,, 2,, . . ., Z», 80 betrachten wir die Gleichungen

Fir) = Fin — 10,
F) = Fr—0 o0,
F z(l) = 1;'.: - Zs »

wo L, LY, .. I lineare Combinationen der eben vorhin an-
gegebenen Formen (8) sind. Da ferner die Form F,+) eine homogene
Function von der Ordnung # ist und in Folge ibrer Bildungsweise
dureh 27+t theilbar ist, so ist sie nothwendig identisch gleich Null
und ans den obigen Gleichungen folgt, dass auch F, eine lineare Com-
bination der vorhin angegebenen Formen (8) ist. Diese Formen (8)
ihrerseits sind nun aus den Formen )

Fyms Fyayse -3 By Ty Fygarseoos By o2 Pty Fiors -5 Fy
durch'. lineare Combination entstanden uvnd es ist daber offenbar
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m = A eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem IL
verlangt. Das Theorem II ist mithin fiir % Veriinderliche bewiesen,
unter der Voraussetzung, dass dasselbe fiir » — 1 Veriinderliche gilt.

Es bedarf jetzt noch des Nachweises, dass das Theorem II fur
Formen ohne Verinderliche d..h. fiir eine nicht abbrechende Reihe
von ganzen Zahlen ¢, ¢, ¢;, . . . gilt. Um diesen Nachweis zu
fithren , nehmen wir an, es sei ¢, die erste von Null verschiedene Zah!
der Reihe; es sei ferner ¢, die nichste Zahl der Reihe, welche nicht
durch ¢, thellbar ist. Wir bestimmen dann den grossten gemeinsamen
Theiler ¢,, der beiden Zahlen ¢, und ¢, ; derselbe ist Jedenfalls kleiner
als der absolute Werth von ¢,. Wenn es nun noch eine Zahl ¢, in
jener Reihe giebt, welche nicht durch ¢, theilbar ist, so bestimmen
wir den grossten gemeinsamen Theiler ¢,, . der beiden Zahlen ¢, .-
und ¢, und es ist dann ¢, ., kleiner als ¢,.. Auf diese Weise
ergiebt sich die Zahlenreihe ¢, Cuw, Cup'p”, - - -, in welcher jede Zahl
kleiner ist als die vorhergehende. Eine solche Reihe bricht nothwendig
im Endlichen ab und es sei ¢,, o die letzte Zahl jener Reihe.

Diese Zahl ist der grosste gemeinsame Theiler der Zahlen ¢,, ¢,,...,6,
und es lassen sich daher ganze positive oder negative Zahlen o, ..., a%»

derart finden, dass
Cpt ooty = 06, + a'c‘u, + -t a¥ey
wird. Da andererseits jede Zahl der urspriinglich vorgelegten Reihe

€15 €y 3, . . . €in Vielfaches der Zahl cm‘ a0 185, S0 wird m == yt*

eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem II verlangt.

Aus dem eben bewiesenen Theoreme lassen sich ohne Schwierig-
keit alle diejenigen Sitze entwwkeln, welche den in dem ersten Ab-
schnitte aus Theorem I abgeleiteten Sitzen entsprechen. Wir wollen
jedoch in dieser Richtung die Untersuchung nicht fortfiihren, sondern
uns im Folgenden lediglich auf die Behandlung solcher Fragen be-
- schrinken , welche in den Wirkungskreis des Theorems I fallen.

1L
Die Gleichungen zwischen den Formen beliebiger Formensysteme.

Wir kniipfen an die Entwickelungen in Abschnitt I an und denken
uns demgemiiss im weiteren Verlaufe der Untersuchung die Coefficienten
der in Betracht kommenden Formen nicht speciell als ganze Zahlen,
sondern als irgend welche Zahlen eines beliebigen Rationalititsbe-
reiches.

Ist der Modul (F}, F5,..., me) vorgelegt, so erhalten wir alle
iibrigen Formen dieses Moduls d. h. alle nach demselben der Null
congruenten Formen, wenn wir den Ausdruck

Mathem::tisohe Annalen. XXXVI, 32
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A Fy 4 A, Fy - - - 4,0 F

bilden und die Ordnungen der Formen 4,, 4,, ..., 4, u) so wihlen,
dass die Producte 4, F\, A, F,, ..., 4 ) F, 1 simmtlich von der
nimlichen Ordnung in den Veriinderlichen sind und ihre Summe folglich
eine homogene Function darstellt. Es werden nun zwei verschiedene
Formensysteme A4,, 4,,..., 4, wd B, B,, ..., B o die nim-
liche Form des Moduls liefern, wenn

AF, - A, F, 4+ A, F,o=BF + B,F,+4 -+ B nF,a
oder
(Ai‘“‘Bx)Ft + (A2'“’B2)F2 + - + (Am(l) "“Bm(l))Fm(l) =0

wird d. h.: wir erhalten aus dem Formensysteme A,, 4,, ..., 4_m

alle iibrigen zu der pamlichen Form des Moduls fiilhrenden Systeme
B,, B,, ..., B, u mittelst der Formeln

-Bl = AI + Xn B2 = Az + Xz: e Bm(l) = Am(l) + Xm(lh

wo X, X,,..., X @ irgend ein Losungssystem der Gleichung
9) F1X1+F2X2+“'+Fm(l)Xm(l)=O

bedeutet. Um daber eine griindlichere Einsicht in die Structur des
vorgelegten Moduls zu erhalten, ist eine Untersuchung der letzteren
Gleichung nothwendig, wo dann Fy, F,, ..., F, 4 als die gegebenen
Coefficienten und X, X,, ..., X, als die gesuchten Formen zu

betrachten sind. Nach den Entwicklungen in Absechnitt I besitzt eine
solche Gleichung eine endliche Zahl m® von Losungssystemen

X, =F, X, =F,..., X u=F%, (s=12,...,m®)
derart, dass jedes andere Losungssystem sich in die Gestalt
(10) X,= AP FO+ AP FQ+ - F A0 Flly  ((=1,2,...m")

bringen lisst, wo 40, 4P, ..., A% Formen der nimlichen Ver-
anderlichen z,, «,, ..., z, sind. Unter diesen m® Losungssystemen
mbge iiberdies keines vorhanden sein, welches aus den tibrigen durch
lineare Combination erhalten werden kann. Veriindern wir nun in den
Formeln (10) die Formen 4%, 49, .., 4%, so gelangen wir dadurch
nicht immer nothwendig zu einem anderen Losungssystem der Glei-
chung (9), es werden vielmehr zwei verschiedene .Formensysteme
Agg, Agﬁ, .ees Af:@ und B?), B;”, ce e Bﬁ;{g) dann das nimliche
Losungssystem X, X,, ..., X, liefern, wenn R
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(1) @) ) (1) (1) 8l (1) (1) 1) (1) (1) (1)
Al Ftl + A2 Ft2 + ‘"+Am(2)th(2)= 'Bl 'F’ll + B(2 1?1(2 + T + 'Bm(z) th(2)

(t=1,2,...,mY)
oder

(AP — BY) FY + (49— BY) P +---+ (450 — Bln) Fio =0
(t=1,2,...,m0)

wird und auf diese Weise werden wir auf die Untersuchung des Glei-
chungsystems

(1) BOXO 4 FOXO 4o P Xly— 0 (=1,2,...,m)

gefiihrt, wo FV, FY

t1? t22 " "

. .Z‘-,::’)l(g) die gegebenen Coefficienten und

X9, Xg(‘), ..., XU die zu bestimmenden Formen sind. Das erhaltene

Gleichungssystem (11) heisse das aus (9) ,,abgeleitete Gleichungs-
system*.

Es sei hier besonders hervorgehoben, dass bei der Bildung des
abgeleiteten Gleichungssystems ein derartiges volles Formensystem zu
Grunde gelegt wird, in welchem keine Losung durch lineare Combi-
nation der iibrigen Losungen erhalten werden kann. Die Zahl und
die Ordnungen der Losungen eines solchen Lisungssystems sind, wie
man leicht erkennt, vollkommen bestimmte und auch die in den
Liosungen auftretenden Formen sind im wesentlichen bestimmte, insofern
jedes andere Liosungssystem von der niimlichen Beschaffenheit dadurch
entsteht, dass man die Losungen des anfinglichen Systems mit anderen
darin vorkommenden Losungen von gleichen oder niederen Ordnungen
linear combinirt. Zufolge dieses Umstandes ist auch das abgeleitete
Gleichungssystem durch das urspriingliche Gleichungssystem in ent-
sprechendem Sinne ein bestimmtes.

Die Coefficienten des abgeleiteten Gleichungssystems bestehen,
wie man sieht, aus den Formen der Losungssysteme der urspriing-
lichen Gleichung und wir erhalten somit die zwischen den Losungen
der urspriinglichen Gleichung (9) bestehenden Relationen durch,
Aufstellung der Losungen des abgeleiteten Gleichungssystems (11).
Wir bestimmen demgemiss fiir das letatere das volle System von
Lésungen
XO=F®, XP=FD, ..., Xilo=TFh, (s=1,2,...,m®)
derart, dass keine dieser Losungen durch lineare Combination der
tibrigen erhalten werden kann und tberdies jedes andere Losungs-
system die Gestalt ‘

) 32*
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1 2) 2 2 2
XO=APFD+ ADFL+ - + ATy Flos) (t=12,...,m®)
annimmt, wo Af), Ag‘)), cen, A% & irgend welche Formen sind. Der

letztere Ansatz fiihrt auf das Gleichungssystem
(1) FRXP+FRXI 4 4 Flo Xy =0, (=122, m®)

(2)

wo FP, F® .., Fs die gegebenen Coefficienten und X, XP,...,

x® (3 die zu bestimmenden Formen sind. Dieses dritte Gleichungssystem
(12) ist aus dem zweiten Gleichungssysteme (11) in der niimlichen
Weise abgeleitet, wie das zweite Gleichungssystem aus der urspriing-
lichen Gleichung (9). Durch Fortsetzung des eben eingeschlagenen
Verfahrens erhalten wir eine Kette von abgeleiteten Gleichungssystemen,
in welcher stets die Zahl der zu bestimmenden Formen irgend eines
Gleichungssystemes tibereinstimmt mit der Zahl der Gleichungen des
darauf folgenden Gleichungssystems.

Zur einheitlicheren Darstellung der weiteren Untersuchungen ist
es nothig, an Stelle der einen urspriinglichen Gleichung (9) ein be-
liebiges Gleichungssystem von ‘der Gestalt

18) FaXy+ FuX,+ -+ F 0 X,0n=0 (=12..,m)

zu setzen. Die Anwendung des oben angegebenen Verfahrens gestaltet
sich dann zu einer allgemeinen Theorie solcher Gleichungssysteme, deren
Kern in dem folgenden Satze liegt:

Theorem IIl. Ist ein Gleichungssystem von der Gestalt (13) vor-
gelegt, so fihrt die Aufstellung der Relationen zwischen den Lisungen
. desselben z2u eimem zweiten Gleichungssysteme von der ndmlichen Gesialt;

aus diesem zweiten abgeleiteten Gleichungssysteme entspringt in gleicher
Weise ein drittes abgeleitetes Gleichungssystem. Das so begonnene Ver-
fahren erreicht bei weiterer Foriseleung siets ein Ende und zwar ist
spiitestens das n* Gleichungssystem jener Ketle ein solches, welches keine
Losung mehr besitet,

Der Beweis dieses Theorems ist nicht miihelos; er ergiebt sich aus
*den folgenden Schliissen.

Unter den Gleichungen des vorgelegten Systems konnten einige
eine Folge der iibrigen sein, indem sie von jedem Formensysteme be-
friedigt werden, welches diesen letzteren Gleichungen geniigt. Nehmen
wir an, dass soleche Gleichungen bereits ausgeschaltet sind, so ist,
wenn fiiberhaupt Losungen vorhanden sein sollen, nothwendig, die
Zahl m der Gleichungen des Systems (13) kleiner als die Zahl m®
der zu bestimmenden Formen und ausserdem sind die m-reibigen
Determinanten
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Fli‘ Flc'z ""Fli
m

Disiyy=| - N
Fmi, Fmig"‘sz'm

WO 4y, Gy - - -5 by irgend m von den Zahlen 1,2, ., ., m") bedeuten,
nicht simmtlich gleich Null. Es sei etwa D = Dys...,, eine nicht
verschwindende Form von der Ordnung r und zwar moge diese Deter-
minante D so ausgewihlt sein, dass die Ordnungen der tbrigen Deter-
minanten in den Verinderlichen z,, z,, ..., Z, nicht grosser als »
sind. Wir denken uns aasserdem eine derartige homogene lineare
Substitution der Verinderlichen z,, 2,, . . ., Z, ausgefiihrt, dass dadurch
der Coefficient von 27 in D einen von Null verschiedenen Werth erhilt.
Das Gleichungssystem (13) besitzt offenbar folgende Losungen

X1 =-Dm+l,2,m,m PRI X =-D1,2, - ii—1,m4-1 5 Xm+l =-D Xm-i—Z == O Xm(l) O

(14) Xx ‘=Dm+2,?,~-,m: ey Xm—-—-D1 12y i1, m4-2 5" Xm+1 = 0 Xm+2— D X 1) —-—0

- . - . . . . . .

Xi=D,0) ... 1%Xm D12 m-1m(1),X”‘+1—O Xm+"—0 X,,m-—JJ

Ist nun eine Liisung X, X,, ..., X g des Gleichungssystems (13)
vorgelegt, so lisst sich durch Combination mit der ersten Losung in
(14) aus jenem Losungssystem X, X,, ..., X () ein anderes ableiten,
in welchem an Stelle der Form X, ; eine Form steht, deren Grad in
Bezug auf die Verinderliche z, kleiner ist, als die Ordnung r von D
angiebt, wihrend die Formen X4z, Xints,...,X 1) ungeédndert bleiben.
Die so erhaltene Losung ldsst sich wiederum mit dem zweiten Losungs-
system in (14) derart combiniren, dass an Stelle der Form X, eine
Form tritt, deren Grad in Bezug auf die Verinderliche z, kleiner als
r ist und wir erhalten durch entsprechende Verwendung der iibrigen
Losungen in (14) schliesslich eine Losung =, =,, ..., = ), wo die
Formen Z,4i, Zate; -+ =,m in Bezug auf z, von einem niederen
Grade sind als die Zahl » angiebt. Wir wollen zeigen, dass dann
auch die Grade der Formen =, =,, . . ., =, beziiglich der Verdnder-
lichen z, kleiner sind als . Zu dem Zwecke mulfipliciren wir die
Gleichung ’
Ft131+Fz2:2+ +F,0Z,0=0

mit der auf das Element F,, beziiglichen m — 1 reihigen Unterdeter-
minante von D und summiren alle anf diese Weise fiir {=1,2,...,m
entstehenden Gleichungen. Wir erhalten so eine Relation von der
Gestalt ‘

DZE,4 D putrm Zmpt F Di 2t 2sm Zmntz - Dyl Dyom =) =0,
s=12,...,m) :
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und da die Ordnungen der hier vorkommenden Determinanten nicht
grosser sind als die Ordnung » von D, so sind in der That die Grade
der Formen =; in Bezug auf z, simmitlich kleiner als 7.

Der eben bewiesene Umstand rechtfertigt den Ansatz

15y == E @y + Eea it + - Eers (s=1,2,...,mW)

WO £51, Es25 « -+, Esr Formen bedeuten, welche nur die #n — 1 Ver-
anderhchen :291 y &gy « » +y En—y enthalten, Wenn wir diese m® Aunsdriicke
=4 35, - -0 S, aus (15) beziehungsweise fir X, X, ..., Xmm in
die ursprunghchen Gleichungen (13) eintragen, linker Hand nach
Potenzen von z, ordnen und die mit gleichen Potenzen von 2z, multi-
p}icirten Ausdriicke einzeln gleich Null setzen, so erhalten wir eine
gewisse Anzahl g von Gleichungen zur Bestimmung der m®y Formen
Eiy> &9 -y §,0),- DBezeichnen wir der Kiirze halber die letzteren

Formen mit 31 » 85 .-+, §,0), so erhalten jene g Gleichungen die Gestalt
(16) @&+ 9b5+ -+ ombn=0, (=12,

wo die Coefficienten @1, @2, ..., P10 bekannte Formen der » — 1
Veriinderlichen z,,%,, ..., %, sind. Es sei nun

1 (1) 1)
By = rer Ea = 0)s - - s £y = 95, (s=1,2,...,u®)

ein volles Losungssystem von (16) und zwar ein solches, in welchem
keine Losung durch lineare Combination der tibrigen Losungen erhalten
werden kann. Auns einer jeden Losung dieses Losungssystems lisst
sich vermoge (15) eine Losung der urspriinglichen Gleichungen (13)
zusammensetzen. Die so erhaltenen Losungen der Gleichungen (13) seien
a7 =0, 5, =00, ..., Z o=0Y, (=12...,u®)
Durch Zusammenfassung der bisher angestellten Ueberlegungen

gelangen wir zu dem Ergebniss, dass eine jede Losung X,, X,,..., X
der urspriinglichen Gleichung (13) sich in die Gestalt

a0 4 gOO0 4. oy D 4 AP D
2@ D1 ,.0) 1,2,

1)
+ 45 Dm+2 PO EREE Amu)..mpma),z,..,m,
1) 1 1 1
Xm ( ¢{ )1+ ()q)(l)2+ +au(2) (} +A(1)

m (2 1,2y, M~ 1, mA-1

1) 1)
+ A’ ‘Dl 2, ey m—1, M2 +eet Am(l)—mpl,z, wery M1, m{1) 2
1) (1) 1) (L (1) 1
Xm+1= ¢> 1_}_“( )¢( ) 2+ +d (2)(!,( ) ”(2)+A(1)D+0+ w40,
(1) (1) (1) 1 o 1 1
X s = ¢m+2 x+ t% 2+ -+a «w‘ > #<z)+0+A‘ )D+ +0,

4 -

Xmﬁ) =0y )Q){ )1 + a(l)(p( ()I) 2+ + {l;‘l(%) (1) (2) +O+ 0 + + 2%1)_,“
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O @) 1)

bringen lisst, wo a;’, a,°,. .., a o Formen der n—1 Veriinderlichen

By Ty o ooy By und AD, AW Af,:()i)_.m Formen der n Verinder-
lichen #,, #,,...,2, sind. Insbesondere miissen daher auch die Losungen

(1) (1)
X,=:v,,¢ X2=“—-$“¢28}...,Xm(1)=$ q)m(l)s (S=1,2,...,y(2))

1s?

in obiger Gestalt darstellbar sein und wir setzen dem entsprechend

) _ 2 g0 @ @
%q’” sy e, 0 (2)+Z s Dpiss,- ,m+ +l,,‘(x)_m,s 0,9 o

. . . . - . - . .

@) (2) (1) ) (1) (2)
z, d)m.s—‘ zb q)mx—!- +¢y(2)3¢ ,4(2)'!_% ,2,.A.,m_..1,m+1+" M
(2)
+ Kol —, Dl,?, vyttt 1) 2
18 1 (3) (1) oV (2)
( ) uq)m-!-ls ¢’m+1 1+ A+ (2)3 m—]-l,,u2)+x D+O+."+O

(1) 2o @) gl )
xnd)m—{-zs ¢m+21+ 9 (2)s¢m+2,,u(2)+0+l D+...+O’

. . . . - . . -

z 4’221 ¥, fﬁln + +¢L<’2)s D) ® +0+0+ r A 2500 e D>
. (8=1,2,...,y(2>)
wo die Formen zpﬁ) sy 1/:‘2(’2) und in Folge dessen auch die Formen
xﬁ), ooy Zi:%i)-m,s Formen sind, welche nur die » — 1 Verinderlichen
Ly, &y, o« oy Lu—y enthalten. ‘

Die Losungen (14) und (17) bilden zusammengenommen ein volles
Losungssystem der urspriinglich vorgelegten Gleichung (13) und die
Aufstellung der zwischen diesen Lsungen bestehenden Relationen fiihrt
zu einem Gleichungssystem von der folgenden Gestalt

1w @ @ Y
ol Xi +- -0 ,,(2) (@) +Dm+12,.,,my +“'+Dmm,z, ol =0,

- . - . . - . - . - -

@ %W ® o
(D”‘IX ++¢ y(z) (2)+ 1,2, ~ 1m+1Y +-e-
{1 .
+'D1,2, oo m—1md) Y, ) —m =0,

19

1) OO X 00 o X+ DY 40440 =0,
¢§§3,“X“’+ +¢Si2,4<2>X*%%>+0-r-DY‘“+~~+o ~0,
¢(1))1X§n+ + {08 ,A)m +0 +'“-E-B Yo =0,

wo X, ..., X%, Y®,..., Tih_, die zu bestimmenden Formen
sind.
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Hierbei ist besonders hervorzuheben, dass moglicherweise einige
unter den Losungen (14) und (17) gleich linearen Combinationen der
iibrigen Losungen sind und in Folge dessen das Gleichungssystem (19)
nicht in dem oben definirten und durch Theorem IIT geforderten Sinne
aus (13) abgeleitet worden ist. Um das Gleichungssystem (19) in
das aus (13) abgeleitete Gleichungssystem umzuwandeln, bedarf es
also noch einer Reduction des Gleichungssystems (19), welche in der
That spéterhin ausgefithrt werden wird.

Das Gleichungssystem (19) hat, wie aus (18) hervorgeht, die
Lésungen

X0y _ Oy s X0 = 9% LT = ),
o T = 1%

XO=p® Ot XY=, XD = 4@
» Y= sz()l)_m,w

-
.

O__ @ @ a @ O
X, ’/’ﬁm X =Vou@ X,.(2)=¢,L<2),,<2) Ty ¥, -ny 2)>
*

o)
s Vo) = A g

Ist jetzt irgend eine Lésung XY), . X((2), Yl(l) PR Yr(:()n_m
des Gleichungssystems (19) vorgelegt, so la.sst swh aus derselben durch
Combination mit den Losungen (20) eine andere Losung

1 1 1 1
XO=g", .., Xy =5, YP=HD,.. ., Y9, =

m' m(l) —1

herstellen, wo ’g’,m . §‘(2, Formen sind, welche nur die # — 1 Ver-
dnderlichen z,, z,, . . ., Z,—1 enthalten. Setzt man diese Losung
S‘U eey §ﬁ()2), HY, 7o H"u)_m in die letzten m® — m Gleichungen

von (19) ein, so sieht man leichf ein, dass die Formen Hf’ 5 - H,(;()x),_m

identisch Null sind und wir erhalten somit zur Bestimmung der Formen
’ém ., £ .o die folgenden Gleichungen

(b(l) g(l) +¢(1)§(1) 4+ q)(tlll(z) 5((2) =0. (=1,2,...,m")

Die Formen &, @7, ..., ®{)s enthalten die Veriinderliche ,

hochstens im Grade r — 1, Wenn wir daher in den -letzteren Glei-
chungen linker Hand die Coefficienten der Potenzen von z, einzeln
gleich Null setzen, so ergiebt sich das Gleichungssystem

@D @8+ o B+ - - + oy =0, (F=1,2,...,40)

wo sowohl die Coefficienten wie die zn bestimmenden Formen lediglich
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die n—1 Verdnderlichen z,, #,,..., #,—; enthalten. Dieses Gleichungs-
system (21) ist, wie man sieht, das aus (16) abgeleitete Gleichungs-
system. Es sei nun -

{1 (2) (1) (2) 1 (2
gl) 23 == P35y « 0oy 5(22)"‘41)(2)3 (S=1,2,-.-,#‘3))

ein volles Losungssystem von (21) und zwar ein solches, in welchem
keine Losung durch lineare Combination der iibrigen Losungen er-
halten werden kann.

Fassen wir die letzteren Entwickelungen zusammen, so erkennen
wir, dass eine jede Losung des Gleichungssystems (19) sich in die
Gestalt

i 2] 2 2 2. 2
XD —aPgld ekl ol + AP () APV

p
+ Af()zﬂ’ﬁ(z) ’
X =afell 4 a0 AP Yy +4D a2+
+ AT Vs
X(l()z) =a 97(2()2)1“" -t :4223) qﬁ)?) o405 @) 4P v T i
22 f()z) ('I’if()m )
YO = 0 e 0 4 AP 4D 4 AP D -

4D @
T4 w,e0

. . . . . - . . - . . . . - . - . - . 3 - -

= 0 L 0 + A(?) 12) + A?)Zm

4(1) —m, 1 ma)-—-m, 2

e 4@ @
tot A e ln_, e

bringen lisst, wo ai, ..., a(2()3) Formen der # — 1 Verinderlichen

Zyy Xoy « o oy Tny und 49, .. A(z()2) Formen der # Verdnderlichen
Xy, Xy, - oo Tn sind, Inshesondere miissen daher auch die Losungen

2 2 1] 2] 1 1
XP=2, 90, XP=uz, 99;:,..., X“——x,,cp‘ (’2) , Y'=0,.., Y%, =0
(s=1,2,...,u5®

in obiger Gestalt darstellbar sein und wir setzen dementsprechend
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2) (3) (2 (3) (2 (3) (2) (3) (3)
Ty @Prs —P1sPu + +¢u(3)s 1ul3) (wll ""xn)+-. _I_% @ }#())’
By ® o 2y
La P00, ,4(2>1+ e, ,4(2),4<3)+% o,

SN :
+ e, (Ve e — &),

= (3) ()
0= 0 - 0 iy - +1 1(2) s lzt(z)’
_ ®,0 © @
0= 0 -t 0 iz u)_m+ Ty @) s L), 7
=1,2,.., u®),
wo die Formen 11)&?, R, »® ey und folglich auch die Formen
9, 2(322) nur die Verinderlichen z,, @,, ..., #x»—1 enthalten.

Nach (22) bilden die Losungen (20) zusammengenommen mit den
Lésungen

Q (2> 1) (2 (1) 2) (1 )
XV =g, XP =0, ..u X m——gp(m , MW=0,.., Y =0
(6=1,2,...,u®)

.ein volles Liosungssystem von (19) und die Aufstellung der zwischen

diesen Losungen bestehenden Relationen fithrt zu dem Gleichungs-
system

(2) (2) x® (2) 2) (2) (@)
X+ "+(P ”(3) (3)+ (¢' '—'xn) Y +-- +¢1‘u(2) Y#(2)=-=0,
® x4 .p®  XE gy @ 4 D ®
P, X TP o0 K e Yo, Y0 (¥ ey 0 ) Y =0,
(2) 2) () 2)
0 4+ 0 + 9 Yy +...+%1#(2) Y((z)
. @ @ 4 .1 ® @
0 A+t 0 F ol s YT L@ Y o =0

o XP, ... X((S), Yo, .., Y((z) die zu bestimmenden Formen

smd. Dieses Glelchungssystem (24) besitzt, wie aus (23) hervorgeht,
die Losungen

@ __ 58 )____ (3) @)___ ,(3) @
X], == Lnyes oy X (3) 1{7#(3) . Y= ALy ooy Y‘u@) ‘u(z) .
{25) . . e . . T T .. .

(2)

x® ® 5__,® o N
'_1’)1 o 1 X o= b Y=t ¥,

W@ X,
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Ist jetzt irgend eine Losung X2 .., X&)s), Yo, ..., Yﬁ)z) des
Gleichungssystems (24) vorgelegt, so lisst sich aus derselben durch
Combination mit den Losungen (25) eine andere Ldsung g2 .., &2

@) 7

u

HP, ..., HT, ableiten, wo &7, ..., £% Formen sind, welche nur
[ w ;

die # — 1 Verinderlichen z,, z,, . . ., Zs—1 enthalten. Setzt man diese

Losung &2, ..., £€8. .  HP, ..., H®, in die ersten p® Gleichungen von

L 3)? 42
(24) ein, so sicht man leicht, dass die Formen HO, ..., H®  identisch
) “(2)
Null sind und zur Bestimmung der Formen Z?), e %f()s) erhalten wir

daher die Gleichungen
26) oD + g8 + -+ g0 B =0, (s=1,2,...8")

wo sowohl die Coefficienten, wie die zu bestimmenden Formen lediglich
die 12— 1 Veriinderlichen ,, @y, ..., ¥x—1 enthalten. Dieses Gleichungs-
system (26) ist, wie man sieht, das aus (21) abgeleitete Gleichungs-
system. .

Das volle System von Losungen des Gleichungssystems (24) Iisst
sich zusammensetzen aus den Ldsungen (25) und aus Ldésungen von

der Gestalt
(2) ) @) (2) @) __ @)
XP g, ., X =80, ¥P=0,.., T5=0,
wo ED, ..., Eﬁ)ﬁ) Losungen des Gleichungssystems (26) sind.

Denken wir uns das eben beschriebene Verfahren fortgesetzt, so
erhalten wir die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ...
und ferner zugleich die daneben laufende Kette der abgeleiteten
Gleichungssysteme (16), (21), (26) ... . Diese beiden Ketten von
Gleichungssystemen stehen zu einander in engster Beziehung, indem
_das volle System von Ldsungen des m'en Gleichungssystems in der
Kette (13), (19), (24), . . . sich zusammensetzen lisst aus den Losungen
von der Gestalt

@1 __ () (=1)__ (@ @1 __ (m) (7—1) )
X" = — T e X,L(ﬂ) ""p,‘(vt)x’ Yo" = e Y“(m-—lt)mx}‘(m-l)li
@D  y@-v__ @ (a—1)__ . (m) 1) _ (@
X AT L Xy( n = M(”).u(”}—— Ly Y; 1 == xm(z), e
' yE-D e
P N ST

und den Losungen von der Gestalt

{(&—~1) __ gla—1) (a=1) __ g(=—1) (A—1) __ (@~ __
X = X =t FEN =0, ..., Tl =0
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wo E*Y, ..., §(’: o) Losungen des @™ Gleichungssystems in der Kette

(16), (21, (26) ;... sind. In dem Losungssysteme (27) bedeuten
7, .., 0 > 20, x::;__,)ﬂ( o Pormen der % — 1 Verinder-

lichen z,, z,, ..., ;-1 und zwischen diesen Losungen (27) fiir sich
alleiy besteht, wie man leicht erkennt, keine Relation, d. h. das
Gleichungssystem

(#’(ﬂ) xu) -Y-l(m"{" tte + ¢ii:)(a) Y(Z't) = O

- @ (n) @)
Y ¥ + + ( (a0 () '”") Yo = O:
zg’) Yl(ﬂ) 4t Z(”) Y9 = 0,

2,447} ,,(ﬂ)

xj:gt—lh T + + x@g:—n,‘(n) Y (7(?:) =0
besitzt keine Losung.

In den Gleichungssystemen (16), (21), (26), ... der zweiten Kette
handelt es sich lediglich um Formen, welche von der Verinderlichen
%, frel sind. Nehmen wir daher an, das zu beweisende Theorem III
sei bereits fiir den Fall von » — 1 Vertinderlichen als richtig erkannt,
so folgt, dass in der Kette (16), (21), (26), ... spitestens an 5— Ister
Stelle ein Gleichungssystem auftritt, welches keine Losung besitzt.
In Folge dieses Umstandes muss in der Kette (13), (19), (24), .
spitestens an # — 1%t Stelle ein Gleichungssystem auftreten, dessen
volles Losungssystem durch die Losungen von der Gestalt (27) er-
schopft wird; es ist dann das unmittelbar auf dieses folgende Glei-
chungssystem d. h. spitestens das nt¢ Gleichungssystem der Kette
(13), (19), (24), ... von der Gestalt (28) und dieses Gleichungs-
system lisst seinerseits keine Losung mehr zu. Wir haben somit, unter
der Annahme der Richtigkeit des Theorems II fiir n—1 Verinderliche,
gezeigt, dass die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ...
spitestens mit dem nte® Gleichungssysteme abbricht.

In der Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ... wird
allgemein das zte Gleichungssystem dadurch erhalten, dass man fir
das (= — 1) Gleichungssystem in der ‘oben beschriebenen Weise ein
volles System von Losungen bildet und dann die unbestimmten linearen
Combinationen dieser Losungen gleich Null setzt. Da nun im All-
gemeinen das bei unserem Verfahren sich ergebende volle Losungs-
system ein solches sein wird, in -welchem einige Losungen lineare
Combinationen der iibrigen sind, so ist das ='* Gleichungssystem
der Kette (13), (19), (24), ... nicht nothwendig zugleich dasjenige
Gleichungssystem, welches man erbilt, wenn man aus dem (m — 1)sten
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Gleichungssysteme in dem von uns definirten und in Theorem III ge-
forderten Sinne das abgeleitete Gleichungssystem bildet. Aber es
bietet keine Schwierigkeit aus der gefundenen Kette (13), (19), (24), ...
die Kette der aus (13) abgeleiteten Gleichungssysteme zu gewinnen,
da wir hierzu offenbar nur nothig haben, in den Gleichungssystemen
der Kette (13), (19), (24), .. . alle diejenigen Formensysteme zu unter-
driicken oder durch lineare Combinationen der anderen Formensysteme
zu ersetzen, welche lediglich durch eben jene iiberfliissigen Losungen
bedingt sind. Diese Ueberlegung lehrt zugleich, dass die Zahl der
Gleichungen und der unbestimmten Formen in den Gleichungssystemen
jener Kette (13), (19), (24), ... jedenfalls nicht vermehrt zu werden
braucht, damit aus dieser Kette (13), (19), (24), . .. die Kette der
aus (13) abgeleiteten Gleichungssysteme entstehe und da die Kette
(13), (19), (24), . .. den obigen Entwickelungen zufolge spitestens
mit dem mte» Gleichungssysteme abbricht, so hat die Kette der aus
(13) abgeleiteten Gleichungssysteme umsomehr diese Eigenschaft.
Damit ist unser Theorem IIT fiir Formen von # Verinderlichen be-
wiesen, unter der Voraussetzung, dass dasselbe fiir den Fall von n — 1
Verinderlichen gilt.

Um zu zeigen, dass Theorem III fiir den Fall % == 2 richtig ist,
nehmen wir an, es sei ein Gleichungssystem von der Gestalt

29) FuX +FuXy4-- -+ F a0X,n=0 (@¢=1,2,..,,m)

vorgelegt, wo Fyy, Fie, ... F, ) binire Formen der Verénderlichen

Z;, %, sind und es sei ferner

1 1 1
X, =FY X,=F .. =FC, (=1,2,..., m®)

ein volles Losungssystem von (29) derart, dass keine in demselben
enthaltene Losung eine lineare Combination der iibrigen Ldsungen
ist. Das aus (29) abgeleitete Gleichungssystem nimmt dann die
Gestalt an

G0) FOXP L FRXP 4+ Fp o X =0 (t=12,...m")
und es ist zu zeigen, dass dleses Glelchuﬂgssystem keine Losuna' be-

sitzt. Zu dem Zwecke nehmen wir das Gegentheil an und verstehen
unter X{", X, . X“()% binsire Formen bezichungsweise von den

Ordnungen 7,7,, .. welche jenes Gleichungssystem (30) be

T a®?
friedigen. Ueberdles mogen diese Formen X{V, XV, ..., X::gz) in
eine solche Reihenfolge gebracht sein, dass

IR STy

wird and es sei endlich ] eine bindre Linearform, welche nicht in
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2, X{" als Theiler enthalten ist. Bestimmen wir jetzt die Constanten
Cos g3+ ey € gq) derart, dass die Formen

D= XO pem XD (5=2,8,...,m®)
simmtlich durch I theilbar werden und setzen wir dann

L A O]

81) G =FP — c,a™ " FS — ¢, x”"‘F(’ —————C & ,
m(‘) tm(z)
(t=1,2,...mo)
so 1ist
) t(l) X(I) + F(l) Y(l) + F(l) Y(l) + + (1) = 0

tm(2) m(2}
(t=1,2,.. -, m»)
und hieraus folgt, dass die Formen G simmtlich durch ! theilbar
sind, Wir setzen dementsprechend
(82) G =1HY. (¢=1,2,..,m®)
Es geniigen nun die Formen
X, =69, X,=6%, .., Xm = GY

w11
und demnuach auech die Formen

X, =H?, X,=H,..., X ,=H®Y

w1

dem urspriinglich vorgelegten Gleichungssysteme (29), woraus ins-
besondere folgt, dass auch die letztere Losung durch lineare Combi-
nation der obigen m® Losungen erhalten werden kann und da die

Formen HY bezichungsweise von niederen Ordnungen sind als die
Formen F.?, so ergeben sich folgende Formeln :

l=A2E( +A3Fm+ -+ 4

WO Ay, Ayy .- 0 A g gewisse binire Formen bedeuten. Aus diesen

Formeln und den Formeln (31) und (32) erhalten wir unmittelbar:
FY = APFS 4 APFQ + - -+ A9 FO,, (¢ =1,2,...,m)

m @ " tml®)

wo AP, AP, . Am gewisse andere binire Formen sind d. h. unter

»

ol e ¢=12,..,m®)

jenen m® L’ésungen xst die erste Losung eine lineare Combination der
iibrigen Liosungen. Dieser Umstand ist mit der vorhin gemachten Fest-
setzung in Widerspruch und unsere Annahme, dass das Gleichungs-
system (30) eine Losnng besitze, ist somit als unzuldssig erkannt.
Damit ist das Theorem III fiir binire Formen und folglich anch zu-
gleich allgemein bewiesen.

Bs wurde bereits oben dargelegt, inwiefern die Formen eines
vollen und keine fiberfliissigen Lisungen enthaltenden Losungssystems
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durch das gegebene Gleichungssystem festgelegt sind. Offenbar ist in
entsprechendem Sinne auch die Kette der abgeleiteten Gleichungs-
systeme eine wesentlich bestimmte.

Was insbesondere die Untersuchung eines Moduls (¥, F,, ..., Fy)
anbetrifft, so legen wir dabei die folgende aus den Formen des Moduls
zu bildende Gleichung

X, +F,X, 4+ -+ FpXp=0
als erstes Gleichungssystem zu Grunde und die Aufstellung der Kette
der hieraus abgeleiteten Gleichungssysteme gewihrt dann, wie spiter
naher ausgefiihrt werden wird, einen weitreichenden Einblick in das
algebraische Gefiige jenes Moduls.

Zur Erliuterung unserer allgemeinen Kntwickelungen mogen
folgende Beispiele dienen. Der bereits oben in Abschnitt I behandelte
aus den 3 quadratischen Formen .

By = z25 — z%,
Fy = 2,25 — 2,7,
Fy, =z, — z*
- gebildete Modul (F,, F,, F,) fihrt zu der Gleichung .
F X, + FX,+ F,X;=0.
Wie oben bewiesen wurde, ldsst sich eine jede Losung dieser Gleichung
in die Gestalt
- X, =2Y +a27Y,,

Xy=2Y +zY,

Xy=2Y + 7Y,
bringen, wo ¥, ¥, quaternire Formen sind. Es entsteht somit das
abgeleitete Gleichungssystem

5 :Y‘l + @, Y2 =0,

7Y, + 2, ¥, =0,

Y, 4 2,Y,=0,
welches seinerseits keine Losung mehr zulisst. Die Kette bricht als
in diesem Falle bereits bei dem 2tn Gleichungssysteme ab. ‘

Als zweites Beispiel diene der Modul (F,, F,, ..., F,), wo
F,, F,, ..., F; die ebenfalls bereits in Abschnitt I behandelten Formen
von der zweiten Ordnung in den 5 Verinderlichen z,, #,,..., 2, be-
deuten. Die Gleichung

X, +FX, 4+ FX;=0
besitzt die dort angegebenen 8 Losungen und von diesen ist keine
gleich einer linearen Combination der &ibrigen Losungen, wihrend
jede andere Losung dieser Gleichung sich aus jenen 8 Losungen zu-
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sammensetzen lisst. Die allgemeine Losung der vorgelegten Gleichung
ist daher

Xi= Y +z, Y42 ¥,

Xy=—2, ¥, —x, ¥, +2,Y, 42,Y +xzY;

Xy=—u, Y, —2,Y,—2; ¥, —z, Y —x, Yo+, Y+ Y5
Xy= =z Y +=]7, ~z, ¥, —z, Y, — 2, ¥,
X;= zy ¥y+u, ¥, +2; ¥, 4z, Xy
Xo= +ay Yyt 2y Yo, ¥y — a3 XY,
wo Y, Y,,..., Y, beliecbige Formen sind. Wir erhalten somit das

abgeleitete Gleichungssystem, wenn wir in den eben gewonnenen
Formeln die Ausdriicke auf der rechten Seite gleich Null setzen und
dieses abgeleitete Gleichungssystem seinerseits besitzt die folgenden
3 Losungen
Y=z, Yo=—u;, Yy= 0, Y,=—2z, Y=z, Y=0,
. Y——-'“:Z,, N Y g O,
Y=z, Y= 0, Yy=—n;, Y,=—z, Y,=2, Yi=2,
Y, =2,, Yy==z, .
Y=0, Y,= z, Yy=—=z, Y= 0, ¥,=0, Y=,
Y,=0, Y=z,
Aus denselben ldsst sich jede andere Losung jenes abgeleiteten

Gleichungssystems zusammensetzen und das nichste abgeleitete Glei-
chungssystem lautet daher

z 2y + %52, , = 0,

— 232, + 2,Z; =0,
— $3Z2 — .'23423 = 05

— %y 2, — %, 2, =0,
2y 2y + 232, =0,
37222 + $3Z3 == O,

:l?lzl + x222 = O,

2y Zy - 2,2, = Q.
Dieses Gleichungssystem lasst keine Losung zu und die aus dem vor-
gelegten Modul entstehende Kette bricht also bei dem 3t Gleichungs-
systeme ab.

Um ein allgemeineres Beispiel zu behandeln, betrachten wir den
Modul (zy, %, « . -, Za) und beweisen fiir diesen Modul den folgenden
Satz:

Wird fir die Gleichung

(33) . . 2, Xy + 2 X, + - - +%Xn=0
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die Kette der abgeleitcten Gleichungssysteme auﬂ)estellt so besteht all-

gemein das s @leichungssystem dieser Ketle aus ) Gleichungen,

S-._-

wihrend fiir dasselbe die Zahl der zu bestimmenden Formen gleich (s)

und die Zahl der Losungen des vollen Lisungssystems gleich (.s'«[’i 1) 4st.
Die Coefficienten der abgeleiteten Glewkungen sind simmilich lineare
Formen.

Wir konnen diesen Satz fiir die niederen Fille ohne Schwierigkeit
durch directe Aufstellung der abgeleiteten Gleichungssysteme bestitigen.
Was beispielsweise den Fall #==4 anbetrifft, so besitzt das Gleichungs-
system

7 X, +2,X, + 2 X+ 2,X,=0

die 6 Losungen

Xi=2, X,=—n, L= 0, X= 0,
Xj=uz, X= 0, Xy=-2, X,= 0,
Xi=2z, X,= 0, Xz= 0, X =-—=zm,
X!‘-"'Oa X2= 3, X3="“x2’ ~X'4=°“1 0’
Xi=0, X,= 1z, X= 0, X =—u2,

X1=07 Xz'—_':‘ O, X3= $4, X4='—x3
und das abgeleitete Gleichungssystem lautet daher
7Y, + 23 Y, + 2, X =0,
—z ¥, - +a ¥, + 2, ¥ =0,
— 2 Y, — Y, + 2, ¥; =0,
—21Y3 “"’$2Y5“"$3Y6='=0‘
Die Losungen dieses Gleichungssystems sind
Y= x, Y,=~2z, Y= 07’ Yy= =,

Y=—2z, Y,= 0, Y= =z, Y= 0,
Y’= 0, Y2== $4, Y3;—=——$3, aY‘”‘—" 0,

Y= 0, Y,= 0, Y= 0, Y,=—gz,
Yi= 1z,  Yye=—a

Hieraus ergiebt sich das dritte Glexehnugssystem der Kette in. der
Gestalt :

Mathematische Annalen. XXXVL 33
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232y — 2,2, = U,

— 2,7, + z,Z, =0,
+ 2,2, — 232, =0,

7y Z — 2,2, =0,
— x,2Z, — #32, =0,

4 2,2, — 2,2, = 0.
Da dieses Gleichungssystem nur die eine Losung
Ly =0y, Ly=29y, Ly=22, ZLi=2
besitzt, so erhilt das 4t Gleichungssystem der Kette die Gestalt

z, U, =0,
fB3U1=O,
2, U =0,
$1U1¢0

ond dieses Gleichungssystem ldsst offenbar keine Losung zu. Die
Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme bricht also erst beim 4ten
Gleichungssysteme ab.

Um den Satz allgemein zu beweisen, folgen wir dem Gedanken-
gange, welcher dem Beweise des Theorems III zu Grunde liegt. Die
Gleichung (33) lisst insbesondere die folgenden » — 1 Lisungen zu

Xlzx“, X2=O, Xswo, ceey, Xn—lzog X,n.—_;_.—.__.xi,

Ximo) X2=xﬂ’ X3=07 R Xﬂ—l‘—*_’_'oz Xn=~x27
X =0, X,=0, Xj=2, - Xpu=0, X,=—z,
X1=07 Xz“‘O: X3=—-0, Tt Xn—l"*"’*ivm Xy=—1p.

Wir nehmen nun eine beliebige Losung X, X,, ..., X, der Gleichung -«
(33) an und formen dann dieselbe durch geeignete Combination mit
den eben angegebenen # — 1 besonderen Losungen derart um, dass
an Stelle der Formen X, X,, ..., X, solche Formen treten, welche
die Verinderliche z, nicht enthalten. Da in der Gleichung (33) die
Form X, mit der Verfinderlichen w, wultiplicirt erscheint, so wird
nach dieser Umformung die an Stelle von X, tretende Form nothwendig
identisch gleich Null. Wir nehmen jetzt unseren Satz fiir den Fall
von % — 1 Verinderlichen als bewiesen an und schliessen aus dem-
selben, dass die Gleichung

(34 . 75X 45X, 4+ Oa X =0
genan (ﬂ 9 1) Lisungen besitzt, von denen keine eine lineare Com-

bination der iibrigen Losungen ist wnd durch welche jede andere
Losung sich zusammensetzen lisst. Da iiberdies nach jenem Satze die
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Losungen simmtlich lineare Formen sein sollen, so erhilt die all-
gemeinste Losung von (34) die Gestalt

Xi = lu Y+ zw 2% uREk + lx (n-2-1) y(n?) )
X, =ly Y1+l Yot 12 39 ?/(u;—l) )

Xpo1=lp-121 ?Ig+la—1,2 Yo i v -+ lu__l (n;l) ?/(n—2—1) ’

wo Ly, bey.eyl 1(75Y) lineare Formen der » — 1 Verinderlichen
- 2
Zyy Loy onvy Zoy UNA Yyy Yoy v o y(,,.z.l) beliebige Formen der nimlichen

Verinderlichen z,, #,, - . -, @,-1 bedeuten, Aus den bisherigen Ueber-
legungen erkennen wir, dass eine jede Losung der urspriinglich vor-
gelegten Gleichung (33) sich in die Gestalt

Xl= an1+ 0 + . "+111y1+ b t_*'-11(52—2-1) y(ﬁ;l)’
X,= 0 +97nY2+"'+l213/1+‘"+l2(n-2-1)?l(ngl);
Xp=—2Y —2,Y— -+ 0 4+---+ 0
bringen lisst, wo Y,, ¥,,..., Yp—y Formen der # Vertinderlichen
Zyy Loy ey Lo UNA WO Y55 oery y(a_l) Formen der » — 1 Verinderlichen
2

Ty, &y, + - o %y bedeuten. Da iiberdies keine der verwendeten be-
sonderen Losungen einer linearen Combination der tibrigen Ldsungen
gleich ist, so ist in Uebereinstimmung mit dem obigen Satze die Ge-
sammtzahl der in Betracht kommenden Losungen von (33) gleich

n—1- (n 9 1) d. h. gleich (g) und das aums (33) abgeleitete
Gleichungssystem erhilt die Gestalt

Z. ¥, “'+211Y#+”'+2‘(a;1) Y(;)=0:
(35) Xyt Yot Loy Yimy =0,

— 2, Y, =2, ¥y —--4F+ 0 4o+ 0 =0.

Um das nichste abgeleitete Gleichungssystem aufzustellen, beriick-
sichtigen wir, dass das abgeleitete Gleichungssystem (35) die folgenden
Ldsungen zuldsst

33‘
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YI —"“—lua Y? ==1217 . v Y’t-l == 1,1, Yn = — &,
Yn+1 = 0, . eny Y(;) == O,~

Y1=Z,2, Y2=222) . Yﬂ—1=‘—'ln—1,2, Y, =0,
Yogr === Zuy -« o Y(g)=0,

Yl = ZI (u..g—l), Y‘z = 22(?1), . o ey Yn_..l —T-== ln-—l(“;l)’ Yn == 0,
Y,;..H == 0, .oy Y(g) == Ty

Auf Grund derjenigen Betrachtungen, wie sie frither beim Beweise
- des Theorems III angewandt wurden, erkennt man leicht, dass sich

eine jede Losung von (35) aus den eben angegebenen ( ) Losungen
und aus den Losungen

Y;:O, . ney Yn——l =O, Y,,zy‘, Yﬁ+1t=y2,..., Y(g)=y(ﬂ;1)

zusammensetzen ldsst, wo 9, 4,, . - ., y(,l_l) Losungen des Gleichungs-
2

systems

bayy + loyy +- - -+ ls(w—g—x} Yty = 0 (6=1,2,..,n—1)

sind.
Das letztere Gleichungssystem ist das aus (34) abgeleitete Glei-

chungssystem und besitzt daher unserem Satze zufolge genau (n;—l)

Losungen, von denen keine eine lineare Combination der iibrigen
Losungen ist und aus denen jede andere Losung sich linear zusammen-
setzen lisst. Die Gesammtzahl der in Betracht kommenden Ldsungen
des ans (33) abgeleiteten Gleichungssystems (35) ist daher gleich
(n—é— 1) + (” 3 1) d. h. gleich (g'), was wiederum mit unserem Satze
iibereinstimmt. Fahren wir mit dieser Schlussweise fort, so folgt die
Richtigkeit unseres Satzes fiir # Verinderliche unter der Voraussetzung,
dass derselbe fiir % — 1 Verdnderliche gilt. Da der Satz fiir n= 2
unmittelbar einleuchtet, so ist derselbe allgemein giiltig. )

Die eben durchgefithrte Unlersuchung der Gleichung (33) ist vor-
nehmlich desshall von principieller Bedeutung, weil dieselbe ecinen
Beleg dafiir giebt, dass thatsdchlich der Fall vorkommt, wo die Ketle
der abgeleiteten Gleichungssysteme wicht friiher als nach dem we Glei-
chungssysteme abbrichi.
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1v.
Die charakteristische Function eines Moduls.

Die Entwickelungen des vorigen Abschnittes ermbglichen die Be-
stimmung der Anzahl derjenigen Bedingungen, denen die Coefficienten
einer Form geniigen miissen, damit dieselbe nach einem vorgelegten
Modul der Nuil congruent sei. Um dies einzusehen, betrachten wir
den Modul (F,, F,, ..., F,), wo F,, F,, ..., F, homogene Formen
beziehungsweise von den Ordmungen 7y, 7,, . . «, 7 in den % Verinder-
lichen #,, Z,, . . ., 2, bedeuten und fragen zunichst, wie viele linear
von einander unabhingige Formen F' von der Rt Ordnung es giebt,
welche nach jenem Modul der Null congruent sind, Aus dem Ansatze

F=A4F, + 4,F,+-- ct AnFy,
wo A,, A,, ..., A, Formen bezichungsweise von den Ordnungen
R—7r,, R—7,, ..., B —r, sind, und aus den entsprechenden Aus-
fithrungen zu Anfang des vorigen Abschnittes erkennen wir, dass jene
gesuchte Anzahl gleich ist der Gesammtzahl der Coefficienten der
Formen A,, 4,, ..., An, vermindert um die Zahl derjenigen linear
unabhiingigen Losungssysteme der Gleichung
(36) F1X1+F2X2+"‘+mem=0>
fir welche X,, X,,..., X,, beziechungsweise Formen von den Ord-
nungen BR—7, R —1,,..., R —ry, sind. Nach den Entwickelungen
am Schlusse des Abschnittes I setzt sich eine jede Losung dieser Glei-
chung (36) aus einer endlichen Anzahl von Liosungen mit Hilfe der
Formeln

1) (1 1) A1 1) 1
X, = APFD 4 APFR + -+ AN FO ¢=1,2,..,m)
zusammen. Bezeichnen wir die Ordnungen der Formen 73’ ,FY,..,F (1)(,)

beziehungsweise mit 7", 7", .. 7’221,, so sind 4P, 40, . A‘l(),)

Formen beziehungsweise von den Ordnungen B—r—r{), R-—ri——ﬁé ) e

B—r — ,(Z():) Wir erhalten daher die verlangte Anzahl der linear

unabhiingigen Liosungssysteme der Gleichung (36), wenn wir die Ge-
sammtzahl der in den Formen 4%, 40, ..., A:t%l) auftretenden Coeffi-
cienten um diejenige Zah! vermindern, welche angiebt, wie viel linear
unabhingige Systeme von Formen xO X0, .., X:l)i) von den Ord-

nungen beziehungsweise. B—r,—1, R—ry—of), .. oy Byt ;1)

den Gleichungen .
@Y XOFQ + XPFY + -+ XQFL =0 (t=12,..,m)
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geniigen. Zur Bestimmung dieser letzteren Zahl haben wir in ent-
sprechender Weise zu berficksichtigen, dass die simmtlichen Losungen
von (37) durch lineare Combination einer gewissen endlichen Anzahl
derselben erhalten werden konnen.. Es ist daher ersichtlich, dass jene
gesuchte Zahl sich ergiebt, wenn man die Anzahl der in den be-
treffenden Formen auftretenden Coefficienten um die Zahl der linear
unabhiingigen Losungen des aus (37) abgeleiteten Gleichungssystems
vermindert. Dieses Verfahren hat man in entsprechender Weise fori-
zusetzen, bis die Kette der aus (36) abgeleiteten Gleichungssysteme
abbricht. Ist nun die Ordnung R der Form F so gross gewihlt,
dass die bei diesem Verfahren auftretenden Zahlen R—7r,, R—r,,...,

1 1 1
R—vpy B—rj—r, R—r —2P ..., R"—"i""'(,,,)m: .

simmtlich positiv bleiben, so lassen sich alle jene Anzahlen mit Hiilfe
ganzzahliger Coefficienten aus depjenigen Zahlen zusammensetzen,
welche angeben, wie viele Glieder die allgemeinen Formen von den

Ordnungen B—7,, R—7y, ..o, B—1y, B—r,—1], B—r, —1{, ..

B—y — ”:()1)1 ... enthalten. Die letzteren Zahlen werden durch die
Ausdriicke

B+ B—1+2...B—n+n—1

1.2...(n—1) ’rrn
(.R——r,n+1)(R—rm+2)...(R—-rm+n—1)
1.2...(n—1) 750

RB—ry—r WD) RBR—ry—rO42). . . (B—r,—rD fn—1)
1.2...m—1) )

(R—r,—~r"(:(’1)+1) (R-—-n—~r22n+2)...(12—~n-r::()1} +n~1)
1.2...n—1) ’

. . - . . - . . . . . . . . . - .

.oy

gegeben und sind daher ganze rationale Functionen vom n — lter
Grade in Bezug auf B. In Folge dieses Umstandes ist somit auch die
Zahl der nach dem vorgelegten Modul der Null congruenten Formen
fiir gentigend grosse Werthe von R gleich einer ganzen rationalen
Function von R, deren Coefficienien bestimmte, nur von dem Modul
(F, F,, ..., F,) abhingige rationale Zahlen sind. Subtrahiren wir
diese Zahl von deér Zahl der Glieder einer allgemeinen Form der Ord-
nung B, so erhalten wir die Zahl der von einander unabhingigen
Bedingungen, welchen die Coefficienten einer Form der Rte Ordnung
genfigen miissen, damit dieselbe nach dem Modul (F,, F,,.. . F,)
der Null congruent sei. Die so.definirte Zahl ist daher ebenfalls fiir
geniigend grosse Werthe von R gleich einer ganzen rationalen Function
von B mit rationalen Zahlencoefficienten. Wir bezeichnen diese ganze
Function mit y(R) und nennen dieselbe die charakteristische
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Function des Moduls (Fy, F,, ..., F,). Der cben gefiikrte Nach-
weis der Existenz der charakteristischen Function stitzt sich auf die
Endlichkeit der Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme
und beruht daher wesentlich auf dem Theorem III des worigen
Abschnittes.

Was die Grenze anbetrifft, oberhalb welcher die charakteristische
Function x(R) die in Rede stehende Anzahl von Bedingungen dar-
stellt, so zeigen die obigen Entwickelungen unmittelbar, wie dieselbe
aus den Ordnungen derjenigen Formen zu berechnen ist, welche in
der Kette der aus (36) abgeleiteten Gleichungssysteme als Losungen
auftreten.

Das eben gewonnene Ergebniss lisst sich offenbar auch in
folgender Weise aussprechen: Wenn wir allgemein mit ¢z die Zahl
der linear unabhingigen Bedingungen bezeichnen, denen eine Form
von der Ordnung R geniigen muss, damit dieselbe nach dem Modul
(Fy, F,, ..., Fp) der Null congruent sei, so ist die unendliche Zahlen-
reihe ¢, ¢,, €5, . . . VON einem gewissen Elemente an eine arithmetische
Reihe von einer unterhalb der Zahl » liegenden Ordnung. In der
That ist fiir geniigend grosse “Werthe von R jederzeit

cr = %(R).
Die letztere Ueberlegnng begriindet zugleich eine Kintheilung der
Moduln, indem wir alle diejenigen Moduln zu der nimlichen Classe
rechnen, fiir welche jene Zahlenreihen ¢, ¢,, ¢;, ... elementweise
genau iibereinstimmen.

Um die allgemeine Gestalt der charakteristischen Function zu er-

mitteln, sefzen wir

Z(-R)= ao+aiR+az-i2+"‘+ade ,
WO @, Gy, @y, Ay, ..., Gz ganze positive oder negative Zahlen sind
und der Grad d jedenfalls kleiner ist als die Zahl n der in den ge-
gebenen Formen auftretenden Verdinderlichen. Gemiss der Bedeutung
der charakteristischen Function erhilt y(R) fir alle ganzzahligen ober-
halb einer bestimmten Grenze liegenden Argumente R stets ganz-
zahlige Werthe und hieraus ldsst sich beweisen, dass y(R) iiberhaupt
fiir alle ganzzahligen Argumente ganzzahlige Werthe annimmt. Denn
gibe es eine ganze Zahl 7, fiir welche der Ausdruck

a F oy + a7’ + - - -+ agr?
nicht durch den Nenner @ theilbar wire, so wire auch der Ausdruck
ao + 6y + ka) + ay(r + k@) + - - - + aalr + ka),

fiir beliebige ganzzahlige Werthe von % nicht durch a theilbar und
folglich wire auch y{(r + ka) eine gebrochene Zahl. Hierin liegt ein
Widerspruch, sobald wir % so bestimmt denken, dass r - ka jene
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Grenze iiberschreitet, oberhalb welcher y(E) nothwendig eine ganze
Zahl wird.
Nachdem dies erkannt ist, setzen wir

IR =1+u (?) + szg) +--- +Zd(§),

wo in iiblicher Weise

(R) R(R—-l) (R——s-l-l) (s=1,2,..,4d

.8

bedeutet. Da den ob1gen Ausfﬁhrungen zufolge z(R) insbesondere
auch fiir B = 0O eine ganze Zahl ergiebt, so ist y, eine ganze Zahl
und in entsprechender Weise erkennen wir der Reihe nach durch
Einsetzen der Werthe R = 1,2, ..., d, dass auch die anderen Coeffi-
cienten %, X», .- - Ya ganze Zahlen sind. Da umgekehrt allgemein

der Binomialeoefficient (?) fiir alle ganzzahligen Werthe von R eine

ganze Zahl wird, so ist der obige Ausdruck, falls man unter yy,%;, %2, .., 2z
ganze Zahlen versteht, die allgemeinste ganze rationale Function von
der Beschaffenheit, dass sie fiir alle ganzzahligen "Argumente selber
ganzzahlige Werthe annimmt.

Die bisherigen Ergebnisse dieses Abschnittes fassen wir in dem
folgenden Theoreme zusammen:

Theorem IV. Die Zahl der von einander unabhingigen linearen
Bedingungen, denen die Coefficienten einer Form von der Ordnung R
gendigen miissen, damit dieselbe nach einem vorgelegten Modul (F, F,, ..., Fry)
der Null congruent sei, wird, falls R oberhalb einer bestimmten Grenze
liegt, durch die Formel

x(R)=xo+xl(§)+xz(§)+'- -’—l—xa(g)

dargestellt, wo Loy %ys Xos - + - Ya gewisse dem Modul (F,, F,, ..., Fy)
eigenthiimliche ganze Zahlen bedeuten. Die ganze Fumction y(E) vom
Grade d in Bezug auf R heisst die charakleristische Function des
Moduls (F,, F,, . . ., Fy).

Die obigen Ausfihrungen liefern zugleich eine allgemeine Methode
zur Bestimmung der charakteristischen Function. Um diese Methode
an einigen Beispielen zu erliutern, betrachten wir zunichst den Modul
(¥, F,, ), wo Fy, F,, F, die nimlichen 3 quadratischen Formen
der 4 homogenen Verénderlichen z,, 2,, %3, 2, bedenten, welche bereits
in Abschnitt I und III ausfithrlich behandelt worden sind. Die Zahl
der Coefficienten einer quaterniren Form von der Ordnung B betrigt

L(R41)(B+2) (B+3). Diese Zahl ist um dicjenige Zahl z
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vermindern, welche angiebt, wie viel linear unabbingige Formen ¥
von der Ordnung R durch die Formel
F=AF + A4,F + 4F;
darstellbar sind und die letztere Zahl erhalten wir wiederum dadurch,
dass wir die Gesammtzahl der Glieder in den 3 Formen 4, A4,, 4,
der R — 2 Ordnung, nimlich die Zabl 3. (B —1) BB+ 1)
um die Zahl derjenigen linear unabhingigen Formensysteme X, X,, X,
von der Ordnung R — 2 vermindern, welche der Gleichung
FX,+FX,+F,X,=0

geniigen. Wie am Schlusse des Abschnittes I gezeigt worden ist,
erhilt die allgemeinste Losung dieser Gleichung die Gestalt

X, = 4,Vz; + 4,0z,

X, = 4,0z, + 4,0z,

X3 = Ax(l)xt + Az(l)xg.
Die zuletzt verlangte Zahl ist daher gleich der Gesammizahl der Glieder
in den beiden Formen 4,®, 4,0 der R — 3% Ordnung, nimlich
gleich 2 - —;— (BR—2)(B—1)R. Da nach den Ausfihrungen in Ab-
schnitt II1 das abgeleitete Gleichungssystem

z, X, 4 x4X2(1) =0,

2, X, J- 23 X,0 =0,

2, X, 4 2, X, =0
keine Losung mehr zulisst, so sind jene 2 - —;— RB—2)(BE—1RER
Losungssysteme simmtlich linear von einander unabhingig und die
urspriinglich gesuchte Zahl wird

B =+ B+ EB+2)R+3)—3- 1+ (B—1D)EBE+1)

+2-3(RB-DE-1DR
=1-+3R. '

Dieses Ergebniss entspricht der Thatsache, dass eine Flache Rter Ord-
nung genau 1 - 3R Bedingungen erfillen muss, damit sie eine ge-
gebete Ranmcurve 3t Ordnung enthalte.

Um ferner die charakteristische Function des Moduls (Fy, F,..., Fy)
zu berechnen, wo F,, F, ..., F; die in Abschnitt I angegebenen
quadratischen Formen der 5 Veriinderlichen #,,z,,... %, sind, be-
nutzen wir die in Abschnitt IIT fiir diesen Modul aufgestellte Kette
der abgeleiteten Gleichungssysteme. Aus den Ordnungen der in diesen
Gleichungssystemen als Coefficienten auftretenden Formen erhalten wir
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fir die charakteristische Function des Moduls (F,, F,,..., Fy) den
Ausdruck
2(B) = B+ B+2) (B+3) (B+Y) g (B—1) B(B+41) (B+2)

1.2.3.4 1.2.3.4
B—2(BR—1) R(R+1) (R—3)(BR—2)(R—1 R
+8 i.2.3.4 -3 1.2.3.4
=1-4R

Behandelt man in gleicher Weise die oben fiir den Modul
(%, %y, - . ., 2,) aufgestellte Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme,
so ergiebt sich fiir die charakteristische Function dieses Moduls der
Werth

f(B) = BEDEHD . @n—n) (’f) RBAD ... Rbn—2)

1.2...(n—1) 1.2...(n—1

w B—DR...(BR-}+n—3)
+(2 1.2...(n—1) -
w B—n+1D)(EB—-n42)...(R—1)
+ 1) 1.2...(n—1)
= 0;

und in der That ist offenbar jede beliebige Form nach dem Modul
(%, %5, . . ., %) der Null congruent.

Ist ferner F' eine beliebige ternire Form von der Ordnung 7, so
erhilt die charakteristische Function des durch diese Form bestimmten
Moduls (F) den Werth

(B — BEVEFD R DER—rt2)

—— 2 =) —2)+1+7rR

Sind F,, F, zwei beliebige ternire Formen von den Ordnungen
7y, 7y, welche nicht beide die nimliche Form als Factor enthalten, so
wird fiir den Modul (F,, F,)

R R+ 2 R — 1) (R — 2
Z(R)“_" (. +1’:)(2 +2 7’1+1)'(2 71+ 2)

B+ )(B—r+?2)
1.2

B—ry—1+ DB —ry—7r,-+2)
+ 1 2 1% 1 2

= 7" 9’2.

Bedeuten endlich ¥, F, zwei quaternire Formen der Ordnungen
7y, 7, ohne gemeinsamen Factor, 5o ergiebt sich fiir die charakteristische
Function des Moduls (¥, F,) der Werth
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2(R) = BF+FHEB+DEAF3) B+ HEB—r+2)B—1-43)

1.2.3 . 1.2.3
 B—ntDB—nt)B—rt 3
1.2.3
+ B—r—rt+VB—n—n+2)(R—1r—"r-+3)
1.2,.3

1
=217y — 5 17 (ry + 73) + 17y B,

-Die in diesem und in dem vorigen Abschnitte gewonnenen all-
gemeinen Principien setzen uns in den Stand, den besonderen Fall
eines Moduls von bindren Formen im Sinne unserer Theorie voll-
kommen erschopfend zu behandeln. Um dies zu zeigen, sei der Modul
(Fy, Fy,y ..« Fy) vorgelegt, wo F,, F,, ..., F, binire Formen sind,
von denen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass sie mnicht
simmtlich eine und dieselbe Form als Factor enthalten und dass ferner
alle von der nimlichen Ordnung 7 sind. Wegen der ersteren Voraus-
setzung ist die charakteristische Function des Moduls (F,, F,, ..., Fy)
gleich Null. Denn unter jener Voraussetzung ldsst sich eine jede bindre
Form F von geniigend hoher Ordnung R in die Gestalt

F=AF 4+ AF+. - -+ 4nF,
bringen, wo A4, 4,,... 4, simmtlich Formen von der Ordnung
B — r sind. Der Beweis dieser Thatsache wurde bereits zu Anfang
des Abschnittes I kurz angedeutet. Andererseits berechnen wir die
namliche charakteristische Function nach der oben dargelegten all-
gemeinen Methode, indem wir fiir die Gleichung

-F1X1 +F2X2+' : '+Fme=0
ein volles System von Losungen aufstellen, in welchem keine durch

lineare Combination der anderen Losungen des Systems erhalten werden
kann. Dieses System von Losungen sei

.X1=Gu, X2=G237 e Xm= Gmn (3=1s 25"" m(l})

und wir bezeichnen allgemein die den Formen Gy, Goy, ..., Gus
gemeinsame Ordnung mit 7,. Zwischen diesen Losungen besteht keine
Relation; denn das aus obiger Gleichung abgeleitete Gleichungssystem

GnXPH G XP 4 G X =0 (=1,2,...,m)

besitzt zufolge von Theorem III des vorigen Abschnittes keine Losung.
Die in Rede stehende.charakteristische Function wird daher

1B =R+1—mB—r+ 1)+2(R~—9'-n+1}
-—R<m<n-m+1)~—<r-1)<mw-m+3>+r—~2n,
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wo die Summe iiber s = 1,2, ..., m® zu erstrecken ist. Setzen wir
anf der rechten Seite den Coefficienten von B und das von B freie
Glied einzeln gleich Null, so ergiebt sich
M =m — 1,
r=r+r+---+rn
und hieraus gewinnen wir den Satz:

Besitzen die m bindren Formen Fy, F,, ..., F, von der Ordnung r
wicht simmilich einen gemeinsamen Factor , so besteht das volle Losungs-
system der Gleichung

F1X1+F2X2+' ot FuXp=0
stets aus m — 1 Lésungen
X, =G, X,=0yy ..., Xn==0Cn;, (=1,2,..,m—1)
welche durch keine Relation mit einander verkniipft sind, und die Summe
der Ordnungen dieser m — 1 Lisungen kommt der Zahl v gleich®).

Aus den m — 1 Gleichungen )

G, Fy, + G Fy 4o F G Fro =0 (s=1,2, ..., m—1)
folgt

wo D,, D,, ..., D, die entsprechenden m — 1 reihigen Determinanten
der Matrix .

Gy Gy Gy cor Gm

Gy Gy Gy ... Gpe

| Gim1 Goyn1 Gsmr o+ o Gy ?
bedeuten. Da nach dem eben bewiesenen Satze die Ordnung dieser
Determinanten in Bezug auf die bindren Verinderlichen z,, z, gleich
r ist, so sind jene Formen, abgesehen von einem unwesentlichen
Zahlenfactor, den entsprechenden Determinanten jener Matrix gleich
und wir setzen demnach

.Zi;zpi, FzzDz,.n., Fm=Dmt

Diese Formeln dienen umgekehrt dazu, um die Formen ¥, F,,..., F,,
zu ermitteln, wenn die m — 1 Losungssysteme
X1=G],Jy X2z923,0-.’ szams (S=1,2, . .0y m—l)

gegeben sind. Aueh erkennen wir zugleich, dass .die Ordnungen
Ty5 T35 <+ = ¥m—1 keiner beschrinkenden Bedingung unterliegen, ab-
gesehen davon, dass ihre Summe gleich 7 ist.

¥) Diesen Satz hat bereits F. Meyer vermuthet und bei seinen Unter-
suchungen dber reducible Functionen als Voraussetzung eingefithrt; vgl. Math.
Aun,, Bd. 30, S. 38.
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Die Zahlen #,,7,,..., 7,1 bestimmen iiberdies, wie man leicht
einsieht, vollkommen die oben allgemein definirte Zahlenreihe ¢, ¢,, ¢, . ..
fiir den vorgelegten Modul (¥, F,, ..., F,) und infolge dessen auch
die Classe, welcher dieser Modul angehort. Fiir alle die Zahl 27 — 1
tibersteigenden Werthe von R wird ¢z = g(R)=0. Endlich kann
man die beiden vorhin gemachten Voraussetzungen fallen lassen, dass
die Formen des vorgelegten Moduls simmtlich von der nimlichen
Ordnung und ohne gemeinsamen Theiler sind und man erkennt leicht,
welche Abinderungen dann in den gefundenen Resultaten vorzu-
nehmen sind.

Die eben angestellten Betrachtungen erledigen im Wesentlichen
die Theorie der biniren Moduln. Die weitere Aufgabe besteht in einer
entsprechenden Behandlung der Theorie derjenigen Moduln, welche
Formen mit drei und mehr Veriinderlichen enthalten. Doch sei hier
nur hervorgehoben, dass es zu einer solchen Fortentwickelung der
Theorie vor Allem der Verallgemeinerung des Noether’schen Funda-
mentalsatzes*) fiir Formen von mehr Verinderlichen sowie einer ein-
gehenden Untersuchung aller hierbei in Betracht kommenden Aus-
nahmefille bedarf.

Die in Abschnitt I citirten Untersuchungen iiber Modulsysteme
erdrtern eine Reihe weiterer fiir die Theorie der Moduln fundamentaler
Begriffe. Die betreffenden Definitionen sind nach geringfiigigen Ab-
dnderungen auch fiir die hier betrachteten Moduln von homogenen
Formen giiltig. Wir beschéftigen uns insbesondere mit den Begriffen des
nkleinsten enthaltenden® und des ,, gr6ssten gemeinsamen®
Moduls**). Sind irgend zwei homogene Moduln (F,, F,, ..., F,,) und
(H,, H,, ..., H;) vorgelegt, so stelle man zunichst fiir die Gleichung

FIX,+F2X2+'--+Fme=EY1+E2Y2+-H+.HbZ
das volle Losungssystem

X1=Fls) X, =Fps, ..., Xnn= ms}

~ S-‘—"—l 2 . k

Y;aﬂj_x, Y2=H.28) .y Yh=Hb3 ( 7 N )
auf und bilde dann die Formen
K,-——-F Fls+F Fz:+ +F Fms HHI:'I"H-H;A.:‘I" +H}t-Hl&&

(s=1,2,..,k.

Der Modul (K,, K,, ..., K;) ist der Kleinste enthaltende Modal.
‘Andererseits erhilt man durch Zusammenstellung der einzelnen Formcn

%) Vgl. M. Noether, Math.-Ann_ Bd. 6 und 30, sowie A, Voss, Math, Ann,
Bd. 27 und L. Stickelberger, Math. Ann. Bd. 30,

#%) Vgl betreffs der Begriffsbestimmung: L. Kronecker, Crelle’s Journal
Bd. 92, S. 78 sowie R. Dedekind und H. Weber, Crelle’s Journal Bd.-92,
S, 197,
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der beiden vorgelegten Moduln den gréossten gemeinsamen Modul in
der Gestalt

(F‘, Fz, D) Fm, Hl’ H?’ LI Hk)=(G1, G'z,o- 9 Gg)- .

Es besteht nun eine sehr einfache Beziehung zwischen den charak-
teristischen Functionen yr und gz der beiden vorgelegten Moduln und
den charakteristischen Functionen gz und g des kleinsten enthaltenden
und des grossten gemeinsamen Moduls. Um diese Beziehung herzu-
leiten, bilden wir zuniichst ein System Sy von linear unabhiingigen
Formen R'* Ordnung, welche simmtlich nach dem Modul (F,, F,...,Fy)
der Null congruent sind und aus denen sich jede andere Form Rter
Ordnung von der nimlichen Beschaffenheit linear zusammensetzen
lasst. Wenn B eine gewisse Grenze iibersteigt, so ist die Zahl der
Formen dieses Systems Sy gleich @(R) — z#(R), wo ¢(R) die Zahl
der Glieder einer allgemeinen Form Rter Ordnung bedeutet. Ferner
bilden wir ein volles System Sz von linear unabhingigen Formen der
Bt Ordnung, welche sowohl nach dem Modul (F,, F,, ..., F,) als
auch zugleich nach dem Modul (H,, H,, ..., H;) der Null congruent
sind. Diese Formen sind simmtlich gleich linearen Combinationen
der Formen des Systems Sp. Die Anzahl der Formen des Systems Sk
ist fiir geniigend grosse Werthe von B gleich ¢(R) — gz(R). Endlich
bilden wir ein System S von Formen, welche die Formen des Systems
Sk zu einem vollen System Sz von linear unabhiingigen und nach dem
Modul (H,, H,, ..., H,) der Null congruenten Formen erginzen. Die
Zahl der Formen des Systems Sz ist ¢ (RB) — yz(R) und da die Formen
der Systeme S und Sy zusammen die Formen des Systems Sy ergeben,
so ist die Zahl der Formen des Systems S gleich

{9B) — 22(B)} — {9(B) — 1x(B)} = 2x(B) — yu(R).

Nun sind, wie aus der angegebenen Bildungsweise hervorgeht, die Formen
der beiden Systeme Sy und S linear von einander unabhingig und anderer-
seits kann man durch lineare Combination der Formen dieser beiden
Systeme Sy und S alle Formen herstellen, welche {iberhaupt lineare
Combinationen von Formen der Systeme Sy und Sy sind. Es bilden also
die Formen der Systeme Sy und S znsammengenommen ein volles
System Sg von linear unabhingigen Formen R'r Ordnung, welche
nach dem Modul (G, G,, - .., G;) der Null congruent sind. Den
obigen Betrachtungen zufolge ist die Gesammtzahl der Formen in den
Systemen Sp und S gleich ¢(B) — yw#(B) + 1z(R) — yzz(R) und
andererseits ist die Zahl der Formen des Systems Sy gleich ¢ (BR) — y4(R).
Diese beiden Zahlen sind daher -einander gleich d. h.

_g(R) — 2r(B) + 1x(B) — 12(B) = 9(E) — 1¢(B)
1r+ xz =1z + %e

er-
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Wir sprechen dieses Ergebniss in folgendem Satze aus:

Die Summe der charakleristischen Fumctionen zweier beliebigen
Moduln ist gleich der Summe deP charakteristischen Functionen fiir den
Eleinsten enthalienden und den grossten gemeinsamen Modul.

Zum Schlusse dieses Abschnittes moge noch kurz der Weg be-
zeichnet werden, wie sich die eben gewonnenen allgemeinen Resultate
fiir die Theorie der algebraischen Gebilde verwenden lassen.

Es sei zuniichst im drei-dimensionalen Raume eine Curve oder ein
System von Curven und Punkten gegeben. Durch dieses Gebilde ldsst
sich nach einem in Abschnitt I bewiesenen Satze stets eine endliche
Zahl von Flichen

Fi,=0, F,=0,..., F,=0
solcher Art hindurch legen, das jede andere das Gebilde enthaltende
Fliche durch eine Gleichung von der Gestalt
A1F1+A2F2+' o+ ApFp=0

dargestellt wird. Diese Ueberlegung zeigt, dass jedem algebraischen
Gebilde ein Modul (F}, F,, ..., F,) und durch dessen Vermittelung
eine bestimmte charakteristische Function y(R) zngehort. Die letztere
Function giebt dann an, wie viele von einander unabhiingige Be-
dingungen eine Fliche von der eine gewisse Grenze iiberschreitenden
Ordnung R erfiillen miisse, damit sie das betreffende Gebilde enthalte.
So hat die charakteristische Function einer doppelpunkislosen Raum-
curve von der Ordnung r und dem Geschlechte p den Werth?®)

g(B)=—p-+4147R.

Als Beispiel diene die cubische Raumeurve, deren charakteristische
Function zufolge der vorhin in diesem Abschnitte ausgefiihrten Rech-
nung den Werth 1 4 3R erhilt. .

Fiir die Schnittcurve zweier Flichen von den Ordnungen 7, und r,
ergiebt sich der fritheren Rechnung zufolge die charakteristische Function

1(R) = 2r7, — T:‘ 7 73(ry + 1) + 1y R.

- Um zugleich im Anschluss an die letzteren Betrachtungen die
Bedeutung des zavor abgeleiteten allgemeinen Satzes iiber die charak-
teristischen Functionen zu erlintern, wenden wir denselben auf die
Lisung einer Aufgabe aus der Theorie der Raumeurven an. Es mégen
zwei Raumeurven ohne Doppelpunkte von den Ordnungen g, o, und
beziehungsweise von den Geschlechtern p,, p, zasammen den voll-
stindigen Durchschnitt zweier Flichen K, =0, K, =0 von den Ord-
nungen 7,, 7, bilden. Die den beiden Raumcurven eigenen Moduln

*) Vgl. M. Noether, Crelle’s Journal Bd. 93, 8, 295, R
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seien (F,, F,,..., Fy,) uwnd (H,, H,, ..., H,). Der kleinste ent-
haltende Modul dieser beiden Moduln ist dann (X, K,) und der
grosste gemeinsame Modul (¥, F,& .., F,, H,, H,, ..., H) wird
geometrisch durch digjenigen Punkte dargestellt, welche beiden Raum-
curven gemeinsam sind. Die Zahl dieser Punkte sei ¢. Die in Be-
tracht kommenden charakteristischen Functionen sind

w(B)=—p +1+eR,
1a(B)y=—p.+1+ . K,
1x(R) = 2rr,— 'é‘"i"’z("'a + 7)) + 1 R,
w® = e

und die Anwendung unseres Satzes

1+ 1E =tz + ¥o
ergiebt fiir die Zahl der den beiden Raumcurven gemeinsamen Punkte
den Werth

. ;
o=—2r1r+ 50+ ) —p —p+2

Was die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen anf Riume von
beliebig vielen Dimensionen anbetrifft, so erscheinen noch die folgenden
Resultate bemerkenswerth. Es sei in einem Raume von beliebig vielen
Dimensionen ein algebraisches Gebilde gegeben und der zu diesem
algebraischen Gebilde zugehorige Modul moge die charakteristische
Function

x(R)=ZO+Zt({%) +xz(g)+“‘+ld(§)

besitzen; dann gicbt der Grad d dieser charalteristischen Fumction
die Dimension und der Coefficient 35 die Ordnung des algebraischen
Gebildes an, wihrend die iibrigen Coefficienten %y, %y, - .., fa— mit
den von M. Noether®) definirten und behandelten Geschlechtszahlen
des Gebildes in engem Zusammenhange stehen. Der allgemeine Beweis
bierfiir beraht auf dem Schlusse von » — 1 auf » Verinderliche. Wie
man sieht finden sich die eben angegebenen Sitze in dem Falle der
Curve im dreidimensionalen Raume in der That bestitigt.

Inwiefern umgekehrt ein Modul durch die Gesammtheit der Werth-
systeme bestimmt ist, welche die einzelnen Formen des Moduls gleich-
zeitig zu Null machen, ist eine Frage, welche erst durch eine syste-
matische und alle moglichen Ausnahmefille amfassende Untersuchung
des Noether’schen Fundamentalsatzes fiir beliebige Dimensionenzahl
eine befriedigende und allgemeingiiltige Beantwortang finden kann.

%) Vgl. Math. Ann, Bd. 2 und 8.



Ueber die Theorie der algebraischen Formen. 521

Endlich sei noch auf die von A.Cayley, G. Salmon, S. Roberts
und A. Brill ausgebildete Theorie der sogenannten beschrinkten
Gleichungssysteme®) hingewiesen, da insbesondere fiir diesen Zweig
der Algebra unker Begriff der charakteristischen Function eine wirk-
same Fragestellung sowie einen einheitlichen Gesichtspunkt liefert. Ist
beispielsweise eine Raumeurve gegeben und betrachten wir irgend drei
dieselbe enthaltende Flichen F| = 0, F, = 0, F, = 0 beziehungsweise
von den Ordnungen 7y, 7,, 7;, so ist die Zahl der Schnittpunkte dieser
Flichen, welche ausserhalb jener Raumcurve liegen, offenbar gleich
der charakteristischen Function des Moduls (¥}, F,, F}), vermindert
um die charakteristische Function der Raumecurve. Diese Schlussweise
fiihrt in der That zu einem verallgemeinerungsfihigen Beweise fiir den
bekannten Satz, wonach die Zahl der durch eine gemeinsame Raum-
curve absorbirten Schnittpunkte jener drei Flachen gleich o{r,+r,-r;)—«
ist, wenn ¢ die Ordnung der Raumecurve und « eine andere jener Raum-
curve eigene Constante, den sogenanntén Rang derselben, bedeutet.

Diese Angaben mbgen geniigen, um zu zeigen, wie die in diesem
Abschnitte entwickelte Theorie der charakteristischen Funetion zu einer
einheitlichen und iibersichtlichen Behandlung der einem algebraischen
Gebilde eigenthiimlichen Zahlen (Dimension, Ordnung, Geschlechter,
Rang u. s. w.) fithrt. Die weitere Aufgabe der Theorie wire nunmehr
die wirkliche Durchfithrung der diesen Anzahlbestimmungen zu Grunde
liegenden algebraischen Processe.

~

V.

Die Theorie der algebraischen Imvarianten.

Die in Abschnitt I entwickelten Principien bewihren ihre Kraft
insbesondere auch in demjenigen Theile der Algebra, welcher von den
bei linearen Substitutionen der Veriinderlichen invariant bleibenden
Formen handelt. Bekanntlich hat zuerst P. Gordan*¥) bewiesen, dass
die Invarianten eines Systems von biniren Grundformen mit einer
Verinderlichenreihe z,, #, simmitlich ganze und rationale Functionen
einer endlichen Anzahl derselben sind. Die zn diesem Beweise be-
nutzten Methoden reichen jedoch nicht ans, wenn es sich um den
Nachweis des entsprechenden Satzes fiir Formen von mehr Verinder-
lichen handelt, oder wenn die Grundformen mehrere Reihen von Ver-
inderlichen enthalten, welche theilweise verschiedenen linearen Trans-

*) Vgl G. Salmon, Algebra der linearen Transformationen, Vorlesung 22
und 23, sowie den beziiglichen Litteraturnachweis. )

¥% Vgl. Vorlesungen iiber Invariantentheorie. Bd. I, 8.231, Andere Beweise
sind gegeben worden von F. Mertens in Crelle’s Journal B4, 100, S. 223 und
vom Verfasser in deén Math. Ann. Bd. 33, §. 223, .
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formationen unterliegen. Es sollen im Folgenden die Mittel dargelegt
werden, deren es zur Erledigung der eben. gekennzeichneten allge-
meineren Fragen bedarf.

Um in dem Beweise die wesentlichen Gedanken moglichst klar
hervortreten zu lassen, betrachten wir zunichst den einfachen Fall einer
einzigen bindren Grundform f mit nur einer Verinderlichenreihe 2, #,.

Nach einem in Abschnitt I bewiesenen Satze lisst sich aus
einem jeden beliebig gegebenen Formensysteme stets eine endliche
Zahl von Formen derart auswihlen, dass jede andere Form des Systems
dureh lineare Combination jener ausgewihlten Formen erhalten werden
kann. Wir betrachten insbesondere das System aller Invarianten der
bindren Grundform f und es muss dann nach dem angefiihrten Satze
nothwendigerweise eine endliche Zahl m von Invarianten 4, 4y, ..., %
geben von der Art, dass eine jede andere Invariante ¢ der Grundform
f in der Gestalt
(38) t=A, 4 + Adyiy F - -+ + Apin
ausgedriickt werden kann, wo A4, 4,, ..., 4, ganze homogene Func-
tionen der Coefficienten der Grundform f sind. Doch kann dieses
Ergebniss offenbar auch direct aus Theorem I in Abschnitt I abgeleitet
werden. Um dies kurz zu zeigen, wihlen wir zunichst nach Willkiir
aus der Gesammtheit der Invarianten der gegebenen Grundform f eine
Invariante aus und bezeichnen dieselbe mit i,; ferner mdge 4, eine
Invariante der Grundform f sein, welche nicht einem Producte von
der Gestalt 4,4, gleich ist, wo 4, eine ganze homogene Function der
Coefficienten der Grundform f ist; 4, sel nun eine Invariante, welche
sich nicht in die Gestalt 4,4, + 4,4, bringen lisst, wo A4, und 4,
wiederum ganze homogene Functionen der Coefficienten der Grund-
form f sind. Entsprechend sei 4, eine Invariante der Grundform,
welche sich nicht in die Gestalt 4,4, + 4,7, + 4,4, bringen ldsst
und wenn wir in dieser Weise fortfahren, so gewinnen wir eine Formen-
reihe ¢, %y, 43, . .., in welcher keine Form durch lineare Combination
. der vorhergehenden Formen erhalten werden kann. Aus Theorem I

in Abschnitt I folgt, dass eine solche Reihe nothwendig im Endlichen
abbricht. Bezeichnen wir die letzte Form jener Reihe mit 4,, so ist
eine jede Invariante der gegebenen Grundform f gleich einer linearen
Combination der m Invarianten 4,, 4,, ..., 4. Das so gewonnene
Ergebniss bezeichnet den ersten Schritt, welcher zum Beweise der
Endlichkeit des vollen Invariantensystems erforderlich ist. A
Der zweite Schritt besteht darin, zu zeigen, dass in dem Aus-
drucke 4, + 4,3, -+ Ani, die Functionen 4,, 4,, . . ., 4, stets
durch Invarianten J,, dJ,, ..., J ersetzt werden konnen, ohne, dass
gich dabei der Werth ¢ jenes Ausdrucks findert. Dieser zweite Schritt
. lasst sich in dem hier zunichst betrachteten Falle einer bindren Grund-
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form mit nur einer Verinderlichenreihe in besonders einfacher Weise
ansfiihren, wenn wir uns des folgenden in der Inauguraldissertation®)
des Verfassers bewiesenen Satzes bedienen:

Jede homogene und isobare (d. h, nur aus Gliedern von dem
nimlichen Gewichte bestehende) Function der Coefficienten einer
bindren Form

ay 7% + (912) a7 ay - - an
vom Grade » in den Coefficienten a,, ay, . .., 8, und vom Gewichte
P =~”§’:- geht nach Anwendung des Differentiationsprocesses

AD AR A3D?

[]=1— 1721 + 2131~ 314! + -
DA D22 DAz

=1— 1121 + 2181 — 3141 +

worin

0 < l/ U
D= a 5-+ 20y 5+ o 34y G-+

0 0
A=mna, Bay + (v—1)a, 5, + (n-—«2)a3~é% 4+

zu setzen ist, in eine Invariante jener Grundform iiber.

Wir bezeichnen nun die Gewichte der Invarianten 4,4,,4,,. .., i,
beziehungsweise mit p, p;, P, ..., P und fassen ferner allgemein
unter der Bezeichnung B, alle diejenigen Glieder des Ausdruckes A,
zusammen , welche vom Gewichte p — p, sind. Da in der Formel (38)
auf der linken Seite nur Glieder vom Gewichte p vorhanden sind, so
diirfen wir anf der rechten Seite der nimlichen Formel alle Glieder
der Producte A,4; unterdriicken, deren Gewichte kleiner oder grosser
als p sind, und wir erhalten dadurch fiir 7 den Ausdruck
(39) i=Byi, + Byiy+ -+ Buin.
wo B,, B,,..,, Bn eben jene homogenen und isobaren Functionen
der Coefficienten der Grundform sind. Beachten wir nun, dass eine
Invariante bei Anwendung des Differentiationsprocesses D sowie bei
Anwendung des Differentiationsprocesses A identisch verschwindet und
dass die homogenen und iscbaren Functionen B, dem obigen Satze
znfolge bei Anwendung des Differentiationsprocesses [ ] in gewisse In-
varianten oJ, der bindren Grundform f iibergehen, so folgt

{i] =1, h
[B&és} _ {.B;}i,,:—-‘ J;ig (8 = 1, 2, ey m)

#) Ueber die invarianten Eigenschaften spemeﬁer bmare;' Qﬁ;tmen, insbeson-
dere der Kugelfunctionen, Konigsberg-i. Pr. 1885, sowie ; Usber emeDarsteﬁungs
weise der invarianten Gebilde im bindren Formengebiete, Math. Ann. Bd, 30, S.

- . 3%*»
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und, wenn wir aunf jedes Glied in (39) den Process [] anwenden, so
entsteht die Gleichung

7:=J1'51+J2'52+"‘+Jm’5m~

Die Invarianten Jy, dJ,, . .., J, sind simmtlich von niederem Grade
in den Coefficienten der Grundform als die Invariante ¢/ und indem
wir nun diese Invarianten J,, J,, ..., J, der ndmlichen Behandlung
unterwerfen, wie vorhin die Invariante ¢, erhalten wir schliesslich eine
‘ganze und rationale Darstellung der Invariante ¢ mit Hiilfe der m

Invarianten 4, 4, . . ., 4. Die letzteren m Invarianten bilden daher
das volle System der Iavarianten fiir die vorgelegte binire Grund-
form f.

Der zweite Schritt in diesem Beweise bestand darin, dass wir
zeigten, wie in dem urspriinglichen Ausdrucke (38) fiir ¢ die Funec-
tionen 4,, 4,, ..., A, selber durch Invarianten zu ersetzen sind.
Wenn es sich nun um Grundformen von mehreren Verdinderlichen
bandelt, so kann dieser zweite Schritt nicht genau in der nimlichen
Weise wie vorhin ausgefiihrt werden, weil diejenigen S#tze noch nicht
bekannt sind, welche in der Invariantentheorie der Formen mit mehr
Verdnderlichen dem vorhin fiir das bindire Formengebiet ausgesprochenen
Satze entsprechen. Aber in jenem allgemeineren Falle leistet den
gleichen Dienst ein Satz, welcher im wesentlichen mit einem von
P. Gordan®) und F. Mertens*) bewiesenen Satze fibereinstimmt
und fiir ternire Formen, wie folgt, lautet:

Es sei ein System von terniren Grundformen fU, @, ..., f®
mit den Verdnderlichen z,, ,, , vorgelegt; die Formen dieses Systems
mbgen vermittelst der linearen Substitution der Verinderlichen

Zy = @Yy + Y + 43 Ys, Qyy Gy Gy
(40) Zy == Gy Yy F GasYy + Aog¥s, a4 = i Qay Qgy o
Zy = ay Yy + 329, + 33Y;> Qg Q3y g3

tibergehen beziechungsweise in £0, £, ..., f. Es sei ferner F(f,)
irgend eine ganze Function der Cpefﬁeienten dieser transformirten
Formen £, &, ..., ¥, welche in den Coefficienten jeder einzelnen
Form homogen ist. Multipliciren wir diese Function F(f,) mit a2, wo
o die Substitutionsdeterminante und g eine beliebige nicht negative
ganze Zahl bedeutet, und wenden wir dann anf das Product a? F(f,)
den Differentiationsprocess

#) Vorlesungen fiber Invariantentheorie, Bd. II, § 9; vgl. auch A. Clebsch,
TUeber symbolische Darstellung algebraischer Formen, Crelle’s Jonrnal Bd. 59.

##y Ueber invariante Gebilde ternirer Formen, Sitzungsb. der kais. Akad.
- gder Wiss. za Wien, Bd. 95. i
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“ 004y 00z 0, 004 Dttay Qltgn 0843 0ay3 00y 00g 00 005
. » >

+ 0G5 00 00, - Oty Oty gy

so oft an, bis sich ein von den Substitutionscoefficienten a,, a5 ,...,a3
freier Ausdruck ergiebt, so ist der so entstehende Ausdruck eine In-
variante des Formensystems fO, f&, L, fB,

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Exgenschaft der Unvertinder-
lichkeit der Invarianten bei linearer Transformation. Um dies zu
zeigen, denken wir uns die Grandformen f®, f®, “. f® in den Ver-
dnderlichen ¥,, ¥,, ¥, geschrieben und wenden dann auf die letzteren
Veranderlichen die lineare Transformation

Y = by 2 + b1a2; + b2, by by by
(41) Yo = by 2, 4 by + byy2s, b=1by by by

Y3 = by, 2, + byp 2y + by32y, by by by
an. Hierdurch mbgen die Grundformen fO®, f@, .., f® beziehungs-
weise in fi, £, ..., fiP ibergehen. Endlich setzen wir die beiden

linearen Substitutionen (40) und (41) zusammen zu der linearen Sub-
stitution

By == 0y 8 + €98, + €432, iy Gy G
(42) 1z, = ¢y 2 2 + 032, C=1|Cy Cy Cy|=ab,

Xy == 318y | €328y + C33%3, C31 O3 O3
WO Cyy, Cia» -+, €33 die bekannten bilinearen Verbindungen der Sub-
stitutionscoefficienten a,,, @,,, . . -, @33 und by, by, . . ., byg sind. Die

Grundformen fO, f@, . .., f® mbgen bei Anwendung der zusammen-

gesetzten Substitution (42) in &, B L, f® ibergehen. Zu der Sub-
stitution (41) gehort der Dlﬁ’erenmatwnsproeess

P SN S S S
2 by Oby Dby - 0bullnObw | Obp Ol Oby | Obu 00 Obe
Ca .

+ 8b133?72,8b32 - 3bm3bzeabxt

und zu der zusammengesetzten Substitution (42) gehort der Differen-
tiationsprocess

Q, — Uil _ Vil + & _ &
e Deydemdey 06110623000 0120 Co3 05, 012 0Cy 0Cs3
P >
DC3 00y 0y 3‘71&3 f@acsi

Bezexchnen wir mit p die Zahl, welche aagleb* nach wie viel-
maliger Anwendung von Q, der Ausdruck a? F(f;) von den Substitutions-
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coefficienten a,,, ayy, .. ., @3 frei wird, so besteht unsere Aufgabe
darin, zu zeigen, dass der Ausdruck

I(f) = & {at F(f)}

ein Invariante der Grundformen f®, f@, ., ., f® ist. Da der Aus-
druck rechter Hand von den Substxtntxonscoei‘ﬁclenten a,, 13 Gras -« oy U3z
frei sein soll, so ist auch

I(f) = {p1 F(f}-

In dieser Formel setzen wir fiir die Coefficienten der Formen f®,f®, . ,f®
die entsprechenden Coefficienten der transformirten Formen [0, £,®,
oo, f® ein. Dadurch gehen die Coefficienten der Formen f£,0), £,®,

o [s® in die Coefficienten der Formen [, f®, ..., f® iiber und
wir erhalten

J(f) = QF {0 F(f.)}
oder

(43) ard (f) = {a F(f)} -

* Der Ausdruck ¢2 F(f;) hingt von den Coefficienten der Grundformen
fO, F@, .., f® und von den Substitutionscoefficienten a,,, @5, ..., a3,
byt bygy - -+ byy ab; er enthdlt jedoch diese Substitutionscoefficienten
lediglich in den bilinearen Verbindungen ¢,,, ¢,9, - . ., €53 Es gilt nun
fiir eine jede Function G dieser bilinearen Verbindungen ¢y, ¢;9,..., Cag
wie aus dem Multiplicationssatze der Determinanten leicht erkannt
wird, die Beziehung

QbG = anG'
und durch p-malige Anwendung derselben erhalten wir
(44) Qe F(f)} = o* Q{2 F (f)} -

Es ist nun andererseits

I(f) = {a F(f)}
und folglich wegen (43) und (44)

J(fa) = a1 J(f)-

Diese Formel zeigt, dass dem Ausdrucke J(f) die Invarianteneigen-
schaft zukommt.

Der eben bewiesene Satz ermbglicht die Aufstellung von beliebig
vielen Invarianten des vorgelegten Formensystems. Um zu zeigen,
dass durch dieses Verfahren simmtliche Invarianten gefunden werden
kénnen, betrachten wir den Ausdruck Q2?a?. Das Differentiations-

‘symbol Q, geht aus der Determinante ¢ hervor, wenn wir allgemein

-
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in jedem Gliede -t ayy@yy agy der letzteren fiir das Product auam-asy
den Differentialquotienten %:{TfmT einsetzen, wo 1’, 2, 3" die
Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge bedeuten. Entsprechend
erhalten wir das Differentiationssymbol Q2 aus 4?, wenn wir in dem
entwickelten Ausdruck fiir a? allgemein an Stelle von aZ:aZ=. .. afs
Vit
daf dafyr ... Doy
gewisse Exponenten bedeuten, deren Summe glelch 3p ist. Hieraus
folgt insbesondere, dass das Vorzeichen von afraf:...af in a? iber-
8°?
dalr dade.. dalp
wir daher Q7 auf a? an, so ergiebt sich eine Summe von' lauter
positiven Zahlen: d. h. Q?a? ist eine von Null verschiedene
Zahl#); diese Zahl werde mit N, bezeichnet. g
Es sei nun J(f) eine beliebig vorgelegte Invariante, und dieselbe
dndere sich bei der Transformation um die p** Potenz der Substitutions-
deferminante. Die Relation

U g d ()} =3I ()% =I(f)

zeigt dann, wie die Invariante J(f) durch das angegebene Verfahren
erhalten wird und somit folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung.

Auf diese Betrachtungen griindet sich der erstrebte Beweis fiir
die Endlichkeit des vollen Invariantensystems im terniren Formen-
gebiete. Der erste zu diesem Beweise fiihrende Schritt ist der nim-
liche, wie vorhin im Falle der bindren Formen und wir nehmen dem-
gemiss wiederum an, es seien aus der Gesammtheit der Invarianten
der Grundformen f®, f@ ... f® die m Invarianten i,, Bage ooy lm
derart ausgewshlt, dass eine Jede andere Invariante J Jener Grund-
formen in der Gestalt

45) . Ay + 4,0, 4 - —i— A
ausgedriickt werden kann, wo 4, 4,,..., A, ganze homogene Fune-
tionen der Coefficienten der Grundformen sind.

Der zweite Schritt besteht darin, zu zeigen, dass in dem Ausdrucke
4,9 + Ayiy + - -« + Anis die Functionen 4,, 4,, ..., Ay stets
durch Invarianten ersetzt werden kOnnen, ohne dass sich dabei der
Werth ¢ des Ausdruckes #ndert. Zunichst beachten wir, dass eine
Invariante ihrer Definition nach in den Coefficienten einer jeden einzelnen
Grundform homogen ist. Hs seien die Invarianten 4,4, %, ..., i jn

"

den Dxﬁerentxalquotlenten einsetzen, Wo Py, Pygyers Pas

einstimmt mit dem Vorzeichen von in Q7; wenden

P

*} Vgl. A. Clebsch, L e 8. 12, wo die letatere Thatsache im Wesentlichen
auf dem nimlichen Wege bewiesen worden ist,
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den Coefficienten der ersten Grundform [ beziehungsweise vom Grade
Ty ¥4y ¥ay + oy Ym. Da die linke Seite in Formel (45) demmach nur
Glieder vom Grade » in den Coefficienten von f( enthilt, so diirfen
wir auf der rechten Seite der niimlichen Formel allgemein in den
Functionen 4, alle diejenigen Glieder unterdriicken, deren Grad in
den Coefficienten von f@ kleiner oder grosser als » — 7, ish, Wenn
wir in gleicher Weise die Grade in Bezug auf die Coefficienten der
iibrigen Grundformen reduciren, so gelangen wir schliesslich zu der
Gleichung
”:=B1'51 + Byiy + «+ - + Buin

wo die Functionen B,, B,, .. ., By in den Coefficienten jeder einzelnen
Grundform homogen sind. In dieser Gleichung setzen wir an Stelle
der Coefficienten der Grundformen f®, f®, ..., f® die entsprechen-
den Coefficienten der transformirten Grundformen 7,®, f.®,...,[ ®
ein und benntzen dann die Invarianteneigenschaft von 4, 4,, 45, . . ., @n}
dadurch ergiebt sich

@i = B, (£.)iy + @ By(£)iy + - - + @ Bulf)in,
wo p, p, die Gewichte der Invarianten ¢, 4, und wo B, (f,) die ent-
spreechenden Functionen der Coefficienten der transformirten Grund-
formen £,®, f.®, ..., f;® sind. Wenden wir auf die erhaltene Relation
p mal das Differentiationssymbol Q, an, so folgt

QF{a’} i = QF{a® B,(f} - iy + Q2 {a? By(fo)} o + - - -
+ Q2{a”*Bu(f)} - im

und, wenn wir durch die von Null verschiedene Zahl N, = QF {a”}
auf beiden Seiten dividiren, entsteht eine Gleichung von der Gestalt

t=dyo + oty + - A T,

wo unserem vorhin bewiesenen Satze zufolge die Ausdriicke
1
s:-ﬁ;Qf{ap‘Bs(ﬂ)} (s=1,2,...,m) .

Invariapten der vorgelegten Grundformen fO, f@, ..., f® sind.
Unterwerfen wir diese Invarianten J,, oJ,, ..., J, der nimlichen
Behandlung, wie vorhin die Invariante ¢, so folgt, dass auch diese
Invarianten durch lineare Combination aus ¢, 4, ..., iy erhalten
werden kénnen, wobei die als Coefficienten in der linearen Combination
auftretenden Functionen wiederum Invarianten sind. Da sich aber bei
jedesmaliger Wiederholung' dieses Verfahrens die Gewichte der dar-
Zostellenden Invarianten vermindern, so bricht dag Verfahren ab, und
wir erhalten schliesslich eine ganze und rationale Darstellung der In-
variante ¢ mit Hiilfe der m Invarianten 4, 4,, ..., %n. Damit ist der
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erstrebte Beweis fiir ternire Grundformen mit einer Veriinderlichen-
reihe erbracht.

Aber es geschah lediglich im Interesse einer kiirzeren Dar- .
stellung, wenn wir uns im Vorhergehenden auf diesen Fall beschriinkten
und wir sehen nachtriglich leicht ein, dass unsere Schliisse sich ohne
Weiteres auf den Fall von Grundformen mit # Verinderlichen iiber-
tragen lassen. An Stelle des vorhin benutzten Differentiationsprocesses
tritt dann der allgemeine Differentiationsprocess

Q=3+ 4 (1,2, .0 =1,2, ..., %)

08y 0y « ¢ 3 Oy’

WO @1, Gyg, - - +5 Gun die n? Coefficienten’ der linearen Substitution der
n Verinderlichen bedeuten. ’

Enthalten ferner die Grundformen mehrere Verinderlichenreihen,
welche simmtlich der nimlichen linearen Transformation unterliegen,
so bleibt das obige Verfahren ebenfalls genau das gleiche und selbst
in dem Falle, wo mehrere Verinderlichenreihen in den Grundformen
auftreten, welche theilweise verschiedenen linearen Transformationen
unterworfen sind, bedarf es nur eines kurzen Hinweises, in welcher
Art die obige Schlussweise zu verallgemeinern ist.

Es sei ein System von Grundformen f®, /@, ..., f® mit einer
terniiren Verinderlichenreihe z,, 2,, #, und mit einer biniren Verinder-
lichenreihe gi,g vorgelegt, welche gleichzeitig und zwar mittelst der
Formeln

Zy = ay ¥y + %Y + @3Yss Gy Gy Qyg |
Ty == Qo1 Yy + Us2¥s + Go3¥Ys> a ==} 0Qy Qg Gy
T3 = Gy Yy + A2y 1 a3 Y, @3y Ggp (33
g =ayn + any,, o ey ey
§y = 1y + €1, Cyy oo

zu transformiren sind. Nach Ausfiihrung dieser Transformation gehen
die Formen f®, f® ., ., f® iiber in die Formen f(l) @,..., f;’;) s
deren Coefficienten sowohl die Substitntionscoefficienten ay;, @ys,...,@5
als auch die Substitutionscoefficienten e, ay,, @, ¢,, enthalten.
Unter einer Invariante in Bezug auf diese Transformationen verstehen
wir dann einen in den Coefficienten jeder einzelnen'Grundform homogenen
Ausdruck, welcher sich nur um Potenzen der Substitationsdeterminanten
@ und « indert, wenn wir in demselben fiir die Coefficienten der
Grundformen fO, @, .. ., f® die entsprechenden Coefficienten der
transformirten Grundformen 8, 78,..., ¥ einsetzen. Unserem oben

bewiesenen Satze entspricht dann im vorhegenden Falle der folgende
Satz:
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Es sel F(f,.) irgend eine ganze Function der Coefficienten der
transformirten Formen f1), f®,...,f®, welche in den Coefficienten
jeder einzelnen Form homogen ist. Multipliciren wir diese Function
F(fse) mit a?e*, wo g und % beliebige nicht negative ganze Zahlen
sind und wenden wir dann auf das Product a?e” F(f,,) jeden der
beiden Processe

Q — 23 _ Vsl + Vsl _ Vi
“ 00410050033 00440053003 00120 3 0034 08120 834 G033
63 83
+ D043000100; 0030020085
und
2 f2
Qa a [4

= Bandum | Oupdoum
so oft an, bis sich ein von den Substitutionscoefficienten ay,, a,y,...,as5,
01y Oy O4,, Oy freier Ausdruck ergiebt, so ist der entstehende Aus-
druck eine lnvariante der Grundformen f®, f® ..., f® in dem ver-
langten Sinne.

Der Beweis dieses Satzes entspricht vollkommen dem vorhin fiir
Formen mit einer terniren Veréinderlichenreihe ausfiihrlich dargelegten
Beweise und ebenso erkennt man ohne Schwierigkeit, dass auch um-
gekehrt jede Invariante erhalten werden kann, indem man auf eine
geeignet gewihlte Function der Coefficienten der transformirten Formen
die Differentiationsprocesse Q, und Q, in der durch den obigen Satz
vorgeschriebenen Weise anwendet.

Um nun die Endlichkeit des vollen Systems der in Rede stehenden
Invarianten darzuthun, nehmen wir wiederum an, es seien die m In-
varianten ¢, 4,, . . ., 4, derart ausgewdhlt, dass jede andere Invariante

% in der Gestalt

t=A 4 + Aoy + -+ - + Aunia
ansgedriickt werden kann, wo 4, 4,, ..., 4, ganze homogene Func-
tionen der Coefficienten der Grundformen sind. Aus dieser Relation
erbalten wir auf dem nimlichen Wege wie vorhin eine Relation von
der Gestalt

¢t =B+ Byiy+ - - - + Buin
wo die Functionen B, , B,, . . ., B, in den Coefficienten jeder einzelnen
Grundform homogen sind. Setzen wir in dieser Gleichung an Stelle der
Coefficienten der Grundformen 7, /@, .. f® die entsprechendenCoeffi-

cienten der transformirten Grundformen fQ, £&, ..., f® eih, so folgt

a" i =a"a" B (fae) iy + + - - + 6* ™ By (fuc) im-
Die Anwendung des Differentiationsprocesses Q7 Q7 und die Division
durch die von Null verschiedene Zahl -
QL {“zf“”} = Ny Nz
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fiihrt schliesslich zu einer Gleichung von der Gestalt

’5=J1’51 +J2i2+' « o+ Juin,
wo J, J,, ..., J; Invarianten der Grundformen in dem verlangten
Sinne sind. Diese Formel fiihrt nach wiederholter Anwendung zu einer
ganzen rationalen Darstellung der Invariante ¢ mit Hiilfe der m In-
varianten 4, 4y, . - ., ¥n.

Auch in dem eben behandelten Falle sehen wir nachtriglich leicht
ein, dass die angewandte Schlussweise sich ohne Weiteres auf den
Fall tibertragen lisst, wo die gegebenen Grundformen beliebig viele,
den nimlichen oder verschiedenen Transformationen unterliegende
Verinderlichenreihen enthilt. Wir sprechen daher den allgemeinen
Satz aus:

Theorem V. Ist ein System von Grundformen mit beliebig vielen
Verinderlichenreihen gegeben, welche in wvorgeschricbener Weise den
namlichen oder wverschiedenen linearen Tramsformationen unterliegen, so
giebt es fiir dasselbe stets eine endliche Zahl von ganzen und rationalen
Invarianten, durch welche sich jede andere ganze und rationale Invariante
m ganzer und rationaler Weise ausdriicken lisst.

Was die sogenannten Covarianten und Combinanten von Formen-
systemen bestrifft, so fallen diese Bildungen simmtlich als specielle
Fille unter den oben behandelten Begriff der Invariante. Fiir diese
invarianten Bildungen folgt also ebenfalls aus Theorem V die End-
lichkeit der vollen Systeme. Das Gleiche gilt von den sogenannten
Contravarianten und allen anderen invarianten Bildungen, bei welchen
gewisse aus mehreren Reihen von Verinderlichen zusammengesetzie
Determinanten ihrerseits als Verfinderliche eintreten®). Diese Bildungen
kann man dadurch unter den oben zu Grunde gelegien Invarianten-
begriff fassen, dass man geeignete Formen *mit mehreren Veriinder-
lichenreihen zu den schon vorhandenen Grundformen hinzufiigt. Wenn

ies geschehen ist, lassen sich die bisherigen Ueberlegungen unmittelbar
mmgen und es folgt daher insbesondere auch fiir alle solchen in-
varianten Bildungen die Endlichkeit des vollen Systems. Als Beispiel
fiir diesen Fall diene ein System von” Grundformen, in welchen die

6 Liniencoordinaten p;; die Verinderlichen sind.

Anders verhilt es sich jedoch, sobald wir die Verallgemeinerung
des Invariantenbegriffes in einer Richtung vornehmen, wie sie dureh
die Untersnchungen von F. Klein*¥) und 8. Lie®*%¥) bezeichnet ist.

*) Vgl E. Study, Ueber den Begriff der Invariante algebraischer Formen,
Berichte der kgl, sichs. Ges. der Wiss. 1887. 8§, 142, .

##) Vgl, die Programmschrift: ,,Vergleichende Betrachtungen tiber nemere
geometrische Forschungen.” Erlangen 1872, ‘ .

¥ Vgl. die Vorrede des Werkes: ,,Theorie der Transforfnationsgrappen,*

Leipzi*g 1888,
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Bisher nidmlich hatten wir die Invariante definirt als eine ganze
homogene Function der Coefficienten der Grundformen, welche gegen-
iber allen linearen Transformationen der Verinderlichen die In-
varianteneigenschaft besitzt. Wir wihlen nunmehr, jener allgemeineren
Begriffsbildung folgend, eine bestimmte Untergruppe der allgemeinen
Gruppe der linearen Transformationen auvs und fragen nach denjenigen
ganzen homogenen Functionen der Coefficienten der Grundformen,
denen nur mit Riicksicht auf die Substitutionen der ausgewihlten _
Untergruppe die Invarianteneigenschaft zukommt. Obwohl unter diesen
Invarianten offenbar alle Invarianten im fritheren Sinue enthalten sind,
so folgt doeh aus unseren bisherigen Sitzen iiber die Endlichkeit der
vollen Invariantensysteme noch nicht, dass auch unter den Invarianten
im erweiterten Sinne sich jederzeit eine endliche Anzahl auswihlen
lasst, durch welche jede andere Invariante der nimlichen Art ganz
und rational ausgedriickt werden kann,

Die bisherigen Entwickelungen und Ergebnisse lassen sich auf
die Theorie der Invarianten in dem erweiterten Sinne allemal dann
unmittelbar iibertragen, wenn die Coefficienten der die Gruppe bestim-
menden Substitutionen ganze und rationale Functionen einer gewissen
Anzahl von Parametern sind derart, dass durch Zusammensetzung
zweier beliebigen Substitutionen der Gruppe eine Substitution entsteht,
deren Parameter bilineare Functionen der Parameter der beiden
urspriinglich ausgew#hlten Substitutionen sind und wenn es zugleich
einen Differentiationsprocess giebt, welcher sich in entsprechender
Weise zur Erzeugung der zur vorgelegten Gruppe gehorigen Invarian-
ten verwenden lisst, wie der Differentiationsprocess Q im Falle der
zur allgemeinen linearen Gruppe gehorigen Invarianten. Fir solche
Substitutionengruppen ergiebt sich stets durch unser Schlussverfahren
die Endlichkeit des zur Gruppe gehorigen Invariantensystems.

Um kurz zu zeigen, wie der Beweis in solchen Fillen zu fithren
ist, betrachten wir die Gruppe der terniren orthogonalen Substitutionen
d. h. die Gruppe aller derjenigen linearen Substitutionen von drei
homogenen Verinderlichen, bei deren Ausfithrung die Summe der Quadrate
der Verinderlichen ungedndert bleibt. Die Transformationsformeln fir
diese Substitutionen sind bekanntlich

Ty = (‘liz'f‘ a’ —as® —a)y, — 2(a,a3+a,0,) Y,
. - 2(a,a,—a,a5)Ys,

Ly == 2(a a5—aya)y, + (8 — @ —as?+a,.%)y,
- 2(a 0, F050,) 93,

2y =2 (@, +aras)y, + " 2(aya,— a50,)Y,

-+ (a2 —a’Fat —ad)ys,
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WO @, a,, 45, a, die 4 homogenen Parameter der Substitutionengruppe
bedeuten. Die Gruppeneigenschaft dieser Substitutionen bestdtigt sich
leicht, wenn man in den eben angegebenen Formeln an Stelle der
Parameter a,, a,, a;, a, andere Grossen eintrigt und die so erhaltene
Substitution mit der urspriinglichen zusammensetzt. Was die zu dieser
Substitutionengruppe gehorigen Invarianten betrifft, so gilt der folgende

Satz:
' Wenn man ein System von terniren Grundformen vermbge der
angegebenen Substitutionsformeln linear transformirt und auf eine
beliebige homogene Function der Coefficienten der transformirten
Grundformen das Differentiationssymbol

e Vs Vi @
Q= da? + FrR] + 2al + a2

so oft anwendet, bis sich ein von den Parametern a,, a,, a5, a, freier
Ausdruck ergiebt, so besitzt dieser Ausdruck die Invarianteneigenschaft
gegeniiber der durch jene Formeln definirten Substitutionengruppe.
Das gleiche gilt, wenn jene homogene Function der transformirten
Coefficienten noch zavor mit einer beliebigen ganzen Potenz des Aus-
druckes a,? 4 a,? - a,? + «,®> multiplicirt wird.

Die Anwendung dieses Satzes ermdglicht den gesuchten Beweis
der Endlichkeit des vollen Invariantensystems, wie man leicht erkennt,
wenn man die Entwickelungen des fritheren Beweises anf den vor-
liegenden Fall iibertrigt.

Ein anderes Beispiel liefert digjenige Gruppe, welche die folgenden
quaterniiren Substitutionen enthalt

z =a® Y+ 3a’a, Y. + 3a,a° Ys + 6 Yy,
z, = aaz; + (a,2a,+-20,a,a5)y, + (2a,a,a0,+a.%as)y;s + ar’ay,,
oy = ayag’y; + (20,030, +4,8,%)y, + (8,0, 20,05 0)Ys + a,0,°Y,,
T, =a® y, + 3ala, ¥ + 3asa,’ Ys.F a® Y.

Deuten wir die Verinderlichen als homogene Coordinaten der Punkte
des Raumes, so stellen diese Formeln mit den verinderlichen Para-
metern a,, a,, a,, a, alle linearen Transformationen des Baumes dar,
bei welchen eine gewisse Raumcurve dritter Ordnung ungeéindert bleibt.
Durch die entsprechenden Betrachtungen wie vorhin folgt amech fiir
diesen Fall die Endlichkeit des vollen Invariantensystems.

Nachdem fiir ein vorgelegtes System von Grundformen die In-
varianten simmtlich aufgestellt worden sind, entsteht die weitere Frage
nach der gegensextlgen Abhanglgkelt der Invarianten dieses endlichen
Systems. Fiir eine derartige Untersuchung dienen wiederum die
Theoreme I und III als Grundlage. Wenn wir nimlich in den dort
auftretenden Formen eine der » homogenen Verinderlichen der Einheit
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gleich setzen, so erkennen wir unmittelbar, dass jene beiden Theoreme
auch fiir nicht homogene Functionen giiltig sind und es ist somit
insbesondere die Anwendung derselben auf die zwischen den Invarianten
bestehenden Relationen gestattet. Verstehen wir nun in iiblicher Aus-
drucksweise unter einer irreduciblen Syzygie eine solche Relation
zwischen den Invarianten des Grundformensystems, deren linke Seite
nicht durch lineare Combination von Syzygien niederer Grade erhalten
werden kann, so folgt aus Theorem I der Satz:

Ein endliches System von Invarianten besitzt nur eine endliche
Zahl von wrreduciblen Syzygien.

Als Beispiel diene das volle Invariantensystem von 3 biniren
quadratischen Grundformen, welches bekanntlich aus 7 Invarianten
und 6 Covarianten besteht. Es lisst sich zeigen, dass es fiir dieses
Invariantensystem 14 irreducible Syzygien giebt, aus denen jede andere
Syzygie durch lineare Combination erhalten werden kann.

Die Aufstellung des vollen Systems der irreduciblen Syzygien ist
aber nur der erste Schritt auf dem Wege, welcher gemiss den oben
in den Abschnitten I, III und IV allgemein entwickelten Principien zur
vollen Erkenntniss der gegenseitigen Abhingigkeit der Invarianten
fiihrt. Denn zwischen den Syzygien 1hrerse1ts bestehen gleichfalls im
Allgemeinen lineare Relationen, sogenannte Syzygien zweiter Art,
deren Coefficienten Invarianten sind und welche wiederum selber durch
lineare Relationen, sogenannte Syzygien dritter Art, verbunden sind.
Was die Fortsetzung des hiedurch eingeleiteten Verfahrens anbetrifft,
so muss dasselbe nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen noth-
wendig abbrechen, wie unser Theorem IIT lehrt, wenn man dasselbe in
der vorhin angedeuteten Weise auf nicht homogene Functionen tibertrigt.
Wir gewinnen somit den Satz;

Die Systeme der irreduciblen Sysygien erster Art, zweiter Art u s. f.
bilden eme Kette abgeleiteter Gleichungssysteme. Diese Syzygienkette
bricht im Endlichen ab und zwar giebt es keinenfalls Sysygien von
hoherer als der m.- 1'% Art, wenn m die Zahl der Invarianten des
vollen Systems bezeichnel.

Zur vollstindigen Untersuchung eines Invanantensystems bedarf
es in jedem besonderen Falle der Aufstellung der ganzen Kette von
Syzygien. Nach den Erorterungen des Abschnittes IV sind wir dann in
der Lage, die linear unabhingigen Invarianten von vorgeschriebenen
Graden anzugeben, und zwar ausgedriickt als ganze rationale Func-
tionen der Invarianten des vollen Systems.

Konigsberg in Pr. den 15. Februar 1890.
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